﻿Complemente de Fizica Daniela Buzatu, Cristina Stan noiembrie Cuprins Vectori Reprezentarea unui vector Reprezentarea geometrica Reprezentarea analitica Reprezentarea matriciala Operații cu vectori Adunarea si scaderea vectorilor Inmultirea vectorilor Derivarea vectorilor Integrarea vectorilor Operatori vectoriali diferentiali Operatorul gradient Divergenta Rotor Probleme Mecanica clasica Cinematica punctului material Transformările Galilei Principiile dinamicii newtoniene Interactiile fundamentale Teoremele generale ale Mecanicii pentru un punct material Teorema impulsului Teorema momentului cinetic Teorema energiei cinetice Energia potentiala Energia mecanică Teorema de conservare a energiei mecanice Teoremele generale ale Mecanicii pentru un sistem de puncte materiale Teorema impulsului pentru un sistem de puncte materiale Teorema momentului cinetic total pen- tru un sistem de puncte materiale Teorema energiei cinetice pentru un sistem de puncte materiale Conservarea energiei mecanice Teoremele lui Konig Probleme Mecanica analitică Mărimi caracteristice Formalismul Lagrange Principiul lucrului mecanic virtual Forțele generalizate Ecuațiile Lagrange Formalismul Hamilton Principiul lui Hamilton Ecuațiile canonice Semnificatia funcției hamiltoniană Parantezele lui Poisson Transformările canonice Ecuația lui Hamilton-Jacobi Probleme Mecanica cuantică Aparatul matematic al Mecanicii cuantice Spatii liniar complexe Spatii unitare si spații Hilbert Operatori liniari Operatii cu opera- tori liniari Operatori unitari Problema cu valori proprii asociată unui operator hermitic Observabile Reprezentarea matricială a vectorilor si operatorilor Principiile mecanicii cuantice Principiul I (principiul stărilor) Principiul II Principiul III (principiul interpretaării statistice) Principiul IV (principiul evolutiei temporale) Principiul V Probleme Elemente de calcul variational A Funcția B Integrale Poisson Capitolul Vectori Unele marimi fizice sunt complet determinate printr-o singura proprietate, care este chiar valoarea lor numerica Aceste marimi, cum ar fi: temperatura, volumul, timpul, energia, frecventa, se numesc scalari Operațiile matematice cu scalari sunt operații aritmetice obisnuite Exista insa marimi fizice a caror descriere completa necesita specificarea direcției, sensului si respectiv a punctului de aplica-tie Aceste marimi se numesc vectori, iar exemple in acest sens sunt: viteza, accelerata, forta, impulsul, momentul unghiular, momentul fortei, etc Reprezentarea unui vector Exista mai multe posibilitati de exprimare a unui vector: geometrica, analitica, matriciala Fiecare dintre ele prezintă avantaje si limite, de aceea reprezentarile sunt alese si folosite in functie de problema concretaa care se doreste a fi rezolvataa Reprezentarea geometrică Un vector este reprezentat ca un segment orientat, care pornește dintr-un punct numit origine sau punct de aplicație Segmentul este asezat pe dreapta suport AA’ si are sensul indicat de varful sageții (Fig ) Fig Ca urmare, un vector este caracterizat de urmatoarele patru ma-rimi: • origine (punct de aplicatie) - punctul de unde porneste • direcție - dreapta suport pe care este asezat • sens - indica încotro se indreapta • modul(marime) - valoarea numerica Modulul sau mărimea vectorului este proporționala cu lungimea segmentului orientat Modulul vectorului se noteaza A sau A Sa consideram un vector de marime egala cu unitatea, notat eA, orientat pe directia si în sensul vectorului A Acesta se numeste versor In aceste conditii, se poate scrie: A = AeA ( ) Reprezentarea analitică In reprezentarea analitica, un vector se exprima prin proiecfiile sale pe un sistem de axe ortogonale, de exemplu, sistemul cartezian (Fig ) Sa notam cu Ax,Ay, Az protiile lui A de-a lungul axelor Ox, Oy,-Oz Atunci: A = Axi + Ayj + Azk ( ) unde i, j, k sunt versorii directiilor Ox, Oy, Oz Marimea vectorului se afla folosind teorema lui Pitagora: A = jAx + Ay + A ( ) De exemplu daca: v = i — j + k(m/s), atunci vx = m/s, vy = — m/s, si vz = m/s; prin urmare v = -\/ + + m/s=v/ m/s= m/s în literatura de specialitate se folosesc si alte notații pentru versori Fig Reprezentarea matricială Orice vector poate fi exprimat ca o matrice cu o singura linie sau cu o singura coloana, fiecare element al acesteia repre-zentand componenta (proiectia vectorului) pe o anumita direcție De exemplu, daca vectorul este reprezentat analitic prin relatia ( ), atunci : A = ( Ax Ay Az) ( ) sau / Ax \ A = АЛ ( ) \ Az J Operații cu vectori Adunarea si scăderea vectorilor Fie A și B doi vectori oarecare Suma A + B este, de asemenea, un vector: A + B = C ( ) (b) Fig : (a) metoda poligonului; (b) metoda paralelogramului Mărimea vectorului rezultant se poate determina prin oricare din modalitatile de reprezentare ale vectorilor discutate anterior în Fig sunt reprezentate două metode geometrice de aflare ale vectorului suma Prin regula poligonului (Fig a) vectorul rezultant a doi (sau mai mulți) vectori se afla trasand segmentul ce închide conturul poligonal construit din vectorii asezati varf-origine Originea vectorului rezultant se afla în originea primului vector iar varful - în varful ultimului vector al sumei în Fig b este ilustrata adunarea a doi vectori prin metoda paralelogramului Conform regulii paralelogramului, vectorul rezultant este diagonala mare a paralelogramului construit de cei doi vectori concurent! A si B• Din Fig se observa ca adunarea este comutativa Aceasta constructie geometricăa permite calculul măarimii vectorului sumăa cu ajutorul teoremei lui Pitagora generalizate: C \ + + B + AB cos a ( ) Daca suma a doi vectori este egală cu zero, atunci vectorii sunt egali ca maărime si au sensuri opuse A + B = B = —A ( ) Aceasta relație defineste vectorul opus si permite definirea ope-ratiei de scadere a doi vectori ca adunarea dintre un vector, A, cu vectorul opus, (—B) D = A — B = A + (—B) ( ) Sa exemplificăm, în continuare, adunarea vectorilor, plecand de la reprezentarea lor analiticăa în coordonate carteziene: A = Axi + Ayj + Azk ( ) А (Ь) Fig : Determinarea vectorului diferență, D; (a) prin adunarea lui A cu vectorul opus — B; (b) vectorul diferența, D, unește vârfurile celor doi vectori A si B si are sensul ânspre vectorul descazut B = Bxi + Byj + Bzk ( ) Componentele vectorului suma se află prin adunarea algebrica a componentelor (proiecțiilor) corespunzatoare, pe direcțiile Ox, Oy Si Oz CC = (Ax + B i + (Ay + By) j + (Az + Bz) k ( - ) DD = (Ax - B i + (Ay - By) j + (Az - Bz) к ( ) Aceasta procedura analitica poate fi generalizata pentru adunarea a n vectori Ri, i = , , ,n Daca se cunosc proiectiile acestor vectori pe axele sistemului de coordonate carteziene, Rix,Riy,Riz, atunci, vectorul suma este: unde R = £ Ri i= R = ^Rl + R + R Z n n Rx Rix, Ry Riy, Rz i= i= n V Riz i= ( ) ( ) ( ) înmulțirea vectorilor Exista mai multe posibilitati de înmultire a vectorilor Acestea depind de contextul problemei, rezultatul înmultirii vectoriale fiind - in unele cazuri - marimi vectoriale sau scalare înmulțirea unui vector cu un scalar Din înmulțirea unui vector, A cu un scalar j, rezulta un alt vector, A', de marime jA A = jA = -A ( ) Directia vectorului A' este aceeasi cu a vectorului A, iar marimea si sensul sau depind de valoarea scalarului j: • daca j > sensul lui A' este sensul lui A; • daca j Semnificatia fizica Sa consideram ca valorile functiei scalare p nu depind, în prima Operatorul gradient este un vector, de aceea, pentru sublinierea cestui lucru, am marcat semnul vector deasupra In cele ce urmeaza, pentru simplificarea scrierii vom omite acest semn, fără a uita insa caracteristicile vectoriale ale operatorului aproximație, decât de coordonatele punctului în care aceasta se evaluează Se definește notiunea de suprafață de ”nivel” constant sau (suprafața echipotențiala in cazul în care functia reprezinta un potential), locul geometric al punctelor pentru care functia $ are aceeași valoare (Fig ): = dm(y) se spune ca dV se comporta (dupa aceasta direcție y) ca un izvor In caz contrar, dV se comporta ca un puț sau dren Putem exprima pe vy (y + dy) sub forma unei dezvoltări in serie Taylor: Z dv \ Z d^v \ v (y + dy} — v (y) + ( —— I dy + ( — I (dy) + ( ) vy(y + u yj vy(y) + и i y + ! \ dy ) (U y) + *** ( ^V) Daca viteza de variatie a lui v— cu y nu este foarte mare, atunci, intr-o prima aproximație, putem considera ca: vy (v + iy) = vy (y) + Cu alte cuvinte, div j reprezinta masa de fluid izvorâta dintr-un volum elementar dV in unitatea de timp, raportata la valoarea lui dV Se spune ca div j reprezinta productivitatea specifica de fluid a „izvorului” elementar dV Evident, cu cat izvorul va fi mai puternic, cu atat divj care îl caracterizează va fi mai mare De altfel, termenul divergenta provine de la curantul latin ” diver-gere”, care inseamna ”a izvorî” Avand în vedere ca dm = j • dS, in care dS este suprafața care înconjoară volumul elementar dV, prin integrare pe întreg volumul unei surse macroscopice de fluid vom putea scrie: j • dSS = divj • dV ( ) S V care reprezinta teorema lui Green-Gauss-Ostrogradski A-ceas a ultima relatie stabileste o legatura între o integrala de suprafata a lui j si una de volum a unei functii de j Rotor Definiție Operatorul rotor se aplica functiilor vectoriale prin operatia de produs vectorial Daca aplicam rotorul functiei vectoriale a = a(x, y, z) se obține: v x a rot a = i д д dx dy к d dz ( ) ax ay az i + daz daz\ f day dax\ ? dz dx у + \ dx dy ) Interpretarea fizica Fie un vector A caracterizat prin componentele Ax,Ay, Az în raport cu un sistem de referinta cartezian Sa consideram o directie oarecare descrisa de versorul n In planul perpendicular pe versorul n, alegem un contur infinitezimal închis dl ,care margineste o suprafata mica ДS De obicei, sensul de parcurgere al conturului se stabileste astfel încat sensul pozitiv al versorului n sa coincidă cu cel determinat prin regula burghiului drept Operatorul diferential rot este un vector a carui proiecție pe direcția lui n este definita prin relația: -> , f A -dl rotnA = lim л — ( ) n as^o AS v Sa consideram în cele ce urmează ca vectorul A este viteza v a unui punct (element de masa) dintr-un corp rigid care se roteste cu viteza unghiulara ш în jurul unei axe de rotatie coliniare cu versorul n In mod evident că traiectoria punctului considerat este un cerc de raza r cu centrul pe axa de rotatie iar viteza v = шг este orientata tangent la traiectorie Conturul ce închide elementul de suprafata AS = nr este J dl = nr Conform definitiei se obtine: , v $ dl ш пг rotnv = lim = lim — = ш ( ) r^O nr r^O nr Astfel, rotorul vitezei liniare a punctelor unui solid rigid aflat în miscare de rotatie este dublul vitezei unghiulare Din punct de vedere al calculului matematic este mult mai convenabila definirea operatorului rot în termeni de coordonate Să gasim proiectiile vectorului rot într-un sistem de coordonate cartezian, de exemplu de-a lungul axei Oz Conturul pe care se integreaza este un dreptunghi cu laturile Ax, Ay indicat în Fig Se obtine: (x+Ax,y,z) Ax(x,y,z)dx + (x,y,z) Fig : Definirea operatorului rot în termeni de coordonate (x + Ax,y+Ay,z) Ay (x + Дx, y, z)dy (x+Ax,y,z) (x,y+Ay,z) Ax(x, y + Ду, z)dx + (x+Ax,y+Ay,z) (x,y,z) У Ay (x,y,z)dy (x,y+Ay,z) ( ) Considerând ca Дx, Ay pot fi oricât de mici dorim, putem dezvolta termenii Ax, Ay in serii Taylor: Ax(x,y + Ay,z) = Ax(x,y,z) + dAx(X,y,Z^ Ay ( ) Ay (x + Д x,y,z) = Ay (x,y,z) + -yd у,—- Ax + ( ) Sâ revenim în relatia ( ) in care, pentru claritate, sâ calculâm suma intre prima si a treia integrala, respectiv suma intre a doua si a patra integralâ Dupâ inversarea limitelor unei integrale si apariția semnului minus, se obtine: Ii (x+Ax,y,z) У Ax(x,y,z)dx (x,y,z) (x+Ax,y,z) I [Ax(x y z) + Ш^Аду (x,y,z) dAx(x,y,z) xv ,y, ) AyAx dy У ( ) dx ( ) în mod similar se obtine: T dAy(x, y,z) I = y ^Qx AxAy ( ) Ca urmare, conform definiției ( ), proiecția vectorului rotA pe axa Oz este: rotA) / z dAy dAx dx dy ( ) în mod similar se obțin si celelalte proiecții (considerând dreptunghiuri cu laturile Ay, Az respectiv Az, Ax si reperând procedura matematica): rotA) / x rotA) ' y dAz dAy dy dz dAx dAz dz dx ( ) ( ) Din aceste relatii rezulta definitia vectorului rotor în coordonate Fig : Ilustrarea teoremei lui Stokes-Ampere Sa calculam fluxul vectorului rotA printr-o suprafața oarecare mărginită de un contur închis, divizând suprafața considerată in mici elemente de suprafata ASi [ rotÂ • dS = [ rotÂ • dS ( ) S (i) ASi Cum ASi este foarte mic se obtine în prima aproximație, folosind relatia de definitie ( ), urmatoarele expresii pentru fiecare element de suprafata: rotA • dS = ASi rotA) dS / n rotÂ) ASi ~ Ф • dl ni ( ) Ca urmare: / rotÂ• dS ~ 'S ®Â • dl ( ) (i) i S (i) i Conform Fig se observă ca integralele de pe contururile ce măarginesc douăa suprafețte vecine sunt opuse ca semn (deoarece sunt parcurse în ambele sensuri) si ca urmare se anuleaza reciproc Singurii termeni ce răaman necompensațti sunt cei de pe conturul exterior ce maărginețste suprafațta consideratăa Considerand suprafetele ASi din ce în ce mai mici se obtine relatia: ( ) Aceasta relație este cunoscută ca teorema lui Stokes-Ampere Probleme Fie vectorii: A = i + j + к B = —i + j — k C = i — j + k Determinați: a) mărimile celor trei vectori; b) reprezentatei grafic vectorii; c) valoarea numerica a vectorului A + B — CC; d) versorii celor trei vectori; e) produsele scalare: A • B, A • (C, B • C; f) produsele vectoriale A x B, A x CJ, B x CJ; marimea lor si cosinusul unghiurilor dintre aceste perechi; g) Vectorii A,B,C sunt coplanari? h) produsul A x B x CC Rezolvare: a Marimile celor trei vectori sunt: A* V + + = B Vl + + = C V + + = Fig b Reprezentarea grafica este data in Fig c Vectorul: A + B - C = ( - - ) + ( + + )J + ( - - )k = j + k are valoarea numerică: A + B - С = V + = d Versorii directiilor celor trei vectori sunt: a b c A , | , , — i + j + k — + + k A Г B в = - " - k = - i + - j + • k C ^ C = , - Ă > + Г k = ° + Л >+ k e A • B = - + - = A • C = - + = B • C = - - - = - f - i + j + k A x B A x C B x C j к - - к г = г + j - k - i к - - = - ~j - k - Mărimea vectorilor este: A x B = V + + = A x C = \ + + = B x C = V'" + + = iar unghiurile corespunzătoare dintre fiecare pereche de vectori astfel definiți: cos(A x B,A x ( ) (A x B) • (A x C) A x B • A x (C • + • • • cos(A x B,B x C) (A x B) -(B x C) A x B • B x C - • - • - • • - cos(A x C,B x C) (A x C) • (B x C) A x C • B x C • - • + • = • ' g Pentru a vedea daca vectorii A,B,C sunt copanari, se calculează produsul mixt: A • (B x C) = • - • - • = - Deoarece valoarea acestui produs este diferita de zero inseamna caa vectorii nu sunt coplanari h Pentru produsul dublu vectorial se foloseste regula ” bac minus cab ” A x B x C = B • (A • C) - - C • (A • B) = (-г + j - k) - ( Î- j + k) = - Î - J - k Fie vectorii A si B definiti de urmatoarele expresii: A = ae kti + btj + к B = (c sin ut)i + (d cos ut)j unde a, b, c, к, u— constante iar t-timpul Calculați: a) dA dB dt dt dA dt dB dt b) c) d) d (A x B) dt A ; B ; d A ; d B ; d A • B Rezolvare: a Folosim regulile de derivare ale vectorilor: dA dt dB[ dt d^ dt dB[ dt dd — (ae~kt)i + —(bt)j = —kae~kti + bi ae ae tt dd — (c sin ut)i — (d cos ut)j = cu cos uti — du sin utj tt у/ (—kae~kt) + b (cu cos wt) + (du sin ut) b A = y/(ae-kt) + (bt) + в = \/(c sin ut) + (d cos ut) d r dt A d в dt d n k ТГ — a e (-kt')k + b = — J(ae-kt) + bt) + = , dt y/a e (-kt) + b t + d n—: Ti u c? — d = dA/ (c sin ut) + (d cos ut) = / , , dt c sin ut + d cos ut Dupa cum se constata: dA dt = ■ dB dt = dTt\B c d dt (A ’ B) d — (ae-ktc sin ut + btd cos ut) dt (ake-ktc + btdu) sin ut + (uae-ktc + bd) cos ut d к d dt (A x B) d dt ae -kt J bt c sin ut d cos ut = ud (sin ut) i + c (cos ut) uj — — (ake-ktd cos ut + ae-ktdu sin ut + cu cos utbt + cb sin ut) k Calculați marimea gradientul funcției: f (x, y, z) = xy + yx + xyz Rezolvare: Conform definiției operatorului gradient, se obține: gradf = Vf = —г +—j + ^-k dx dy dz Derivatele parțiale ale funcției scalare f în raport cu cele trei coordonate sunt: df dx df dy df dz d — (xy + yx + xyz) = y + yx + yz dx — (xy + yx + xyz) = yx + x + xz oy — (xy + yx + xyz) = yx Ca urmare marimea vectorului gradient este: f | = \/(y + %yx + yz) + ( yx + x + xz) + (yx) Calculați divergența vectorului: A = xг + j + yk Rezolvare: Conform definifiei operatorului divergenta, se obtine: d d d divr = V-f =— Ax + — Ay + — Az dx dy dz = d ( X + d ( ) + d ( y) = dx( XJ + dy( ) + dz( y) = Rezultatul aplicării operatorului divergența unei marimi vectoriale este un scalar Determinati rotorul functiei vectoriale: F = ( abyz — bx y )i + ( abxz — bx yj + abxyzk unde a, b, c—constante Rezolvare: Conform definitiei operatorului divergenta, se obtine: rotF V x F = i j k д д d dx dy dz abyz — bx y abxz — bx y abxyz d i — ( abxyz) d — ( abxz dz bx y) d j — ( abxyz) dz ( abyz bx y ) " d +k — ( abxz dx bx y) d ( abyz dy bx y ) — abxzi + ( abz + bx y)k Capitolul Mecanica clasica Cinematica punctului material Cinematica studiază deplasările corpurilor in funcție de timp, fără a ține cont de cauza care produce mișcarea Deplasarea unui corp fata de alte corpuri se raporteaza la un sistem de referința solidar legat de corpurile alese drept repere Un principiu fundamental al Mecanicii newtoniene este principiul caracterului absolut al măsurii timpului, adică masura timpului este independentă de sistemul de referinta ales, fată de care se studiaza miscarea corpului Cu alte cuvinte, daca avem doua fenomene care sunt simultane fațtaă de un sistem de referințtaă, ele vor fi simultane fata de orice alt sistem de referinta; deci, simultaneitatea a doua fenomene are un caracter absolut in Menanica newtonianaă în Mecanica, un corp ale carui dimensiuni pot fi neglijate în cursul miscarii sale, se numeste punct material sau particula si se reprezintă grafic printr-un punct geometric Fie un punct material care se deplasează in timp; alegem ca sistem de referința sistemul cartezian (Oxyz) Coordonatele x, y si z ale punctului material si respectiv vectorul de pozitie r sunt functii de timp: : x(t) y(t) z(t) ( ) Functia f(t) se numeste legea de mișcare a punctului material Totalitatea pozitiilor succesive ale punctului material in timp for-meaza o curba numita tratectoria particulei si este caracterizata prin ecuațiile parametrice: X = x(t) y = y(t) z = z(t) ( ) Marimile cinematice care caracterizează miscarea unui punct material sunt viteza si acceleratia Se defineste viteza medie ca fiind variatia vectorului deplasare raportata la intervalul de timp cat are loc deplasarea: Um f — f f(t') — f(t) t' - t = t' — t si respectiv viteza momentana: V = dr r(t') — r(t) — = lim - dt t — t ( ) ( ) Observație: vom folosi în continuare notatia Leibnitz pentru derivata in raport cu timpul a unei marimi, adică cu un punct deasupra pentru derivata de ordin intai si respectiv cu doua puncte pentru derivata de ordin doi Deci, viteza particulei este derivata în raport cu timpul a vectorului de pozitie: v = 'f ( ) si are componentele: r : â(t) y(t) Z(t) ( ) iar accelerația este derivata vitezei în raport cu timpul: a = F = f ( ) si are componentele: f: x(t) y(t) f(t) ( ) Fie doua sisteme de referinta S si S' (Fig ), care se misca arbitrar unul fata de celalalt Fie un punct material P aflat în miscare fața de cele doua sisteme de referinta Marimile cinematice similare fata de cele doua sisteme vor fi notate cu aceleasi litere, fara si respectiv cu accent Intre vectorii de pozitie ai particulei, r (fata de S) si r” (fata de S') este verificata relația evidenta: r = ro + Г ( ) unde Г = x' x + y'gy + z'ez ( ) iar edx, Py si Pz reprezinta versorii axelor de coordonate ale sistemului S', dependenți de timp Vom deriva relatia ( ) în raport cu timpul: • • • ț • ț » ț r = fo + x'ex + y'ey + z'ez + X'(?x + y'(?y + Z,Pz ( ) Fig în membrul stang al identitați ( ) vectorul f reprezinta viteza particulei fata de sistemul de referința fix S, si este numita conventional viteza absolută în membrul drept, suma primilor patru termeni reprezintaă viteza particulei dacăa ea ar fi imobilaă fata de sistemul S', se numețe viteza de transport a particulei si ea este nula dacă sistemul S' nu se misa fata de S Suma ultimilor trei termeni din membrul drept reprezintaă viteza particulei fata de sistemul mobil S' si se numeste viteza relativă Asadar, relatia ( ) se poate scrie sub forma: Z'abs Utransp + vre l ( ) unde Vabs = Г - x ,■-! , Г-і , Г-І Vtransp = Го + X tx + y ty + Ztz Vrei = (X '(?x + y' ty + Z' tz ( ) ( ) ( ) Observație: viteza de transport a particulei se compune din viteza ro a originii sistemului mobil S si din viteza de rotație ш xr' = x'ex + y'ey + z'ez a particulei solidar legate de S', în jurul punctului O', presupus fix Relația ( ) se numeste formula de compunere a vitezelor în Cinematica newtoniană Vom deriva încă o data, în raport cu timpul, identitatea ( ): r = ro + xex + y ey + z ez + x'ex + y '«ty + z vz + (x 'ex + y 'ey + z 'ez) ( ) în membrul stang al identități ( ) vectorul r reprezinta accelerata particulei fata de sistemul de referinta fix S, numită accelerație absolută în membrul drept, suma primilor patru termeni reprezintă accelerația particulei daca aceasta ar fi solidar legata de sistemul mobil S' si se numește accelerație de transport Suma urmatorilor trei termeni reprezintă acceleratia particulei fata de sistemul mobil S' si se numeste accelerație relativă, iar suma ultimilor trei termeni se numeste acceleratie complementară sau acceleratie Coriolis Cu notatiile: ^abs — f ( ) ^transp —t / / / —t — ro + x ex + y ey + z ez ( ) C^rel — X ex + y ey + z ez ( ) ^compl — (x 'ex + y 'ey + z 'ez) ( ) relatia ( ) se poate scrie sub forma: ^abs — ^transp + C^rel + ^compl ( ) ceea ce reprezinta formula de compunere a accelerațiilor în Cinematica newtoniană Transformările Galilei în continuare, vom numi particula libera o particula asupra careia nu actioneaza nici un alt corp Experienta arată ca exista sisteme de referinta privilegiate pentru care este adevarata urmatoarea afirmatie: orice particula liberă se misca cu viteza constanta fata de aceste sisteme, adica se deplaseaza rectiliniu si uniform (principiul inertiei) Sistemele de referinta pentru care este valabila aceasta afirmatie se numesc sisteme inerțiale Sa studiem in continuare miscarea unei particule libere fată de doua sisteme de referința inerțiale S (fix) și S' (mobil), deci care se misca cu viteza constanta atât fata de S cat si fata de S', adica: aabs — ; drel — ( ) Conform legii de compunere a acceleraților pentru o particula ( ), va rezulta: atransp + dcompl ( ) ceea ce va conduce la: • / • / • / f — ; ex — ; ey — ; ez — ( ) Cerintele relaței ( ) exprima faptul ca originea O' se depla-seaza rectiliniu si uniform fata de S, iar axele sistemului S' nu se rotesc în jurul originii O' Miscarea sistemului de referinta, în decursul careia axele ruinau paralele cu ele însele se numeste mișcare de translație Deci, sistemul inerțal S' are o miscare de translațtie rectilinie țsi uniformaa fațtaa de sistemul inerțtial S Observație: pentru a mențne starea de miscare rectilinie si uniforma sau de repaus relativ a unei particule libere, fata de un sistem de referinta inerțal, spațul si timpul în sistemul inerțal trebuie saa satisfacaa anumite caracteristici: • spațul sa fie omogen, adica toate punctele din spațu sa fie echivalente • spatiul sa fie izotrop, adica traiectoriile particulelor libere aflate în miscare sa fie rectilinii indiferent de direcțile în care are loc mițscarea • timpul sa fie uniform, adica particulele libere sa parcurga spații egale în intervale egale de timp Vom introduce noțiunea de eveniment, prin care se înțelege un fenomen produs într-un anumit punct geometric, la un anumit moment de timp Un eveniment este caracterizat prin patru coordonate spatio-temporale: trei coordonate spatiale x, y si z ale punctului unde are loc fenomenul si o coordonata temporala t, desemnand momentul producerii lui Notiunea de eveniment va fi frecvent folosita mai ales în Cinematica relativista Coordonatele spatio-temporale (r, t) caracterizează miscarea absoluta, coordonatele spatio-temporale (r*, t) caracterizeaza miscarea relativa, iar ro caracterizează miscarea de transport a sistemului S' fata de S, S' aflandu-se în miscare rectilinie si uniforma cu viteza v fata de S între coordonatele spatio-temporale ale unui eveniment fată de cele doua sisteme de referinta există relația evidenta: r = ro + U ( ) unde fo = vt reprezinta ecuatia ce caracterizează miscarea uniformă a sistemului S' fata de S Conform principiului fundamental al Mecanicii newtoniene al caracterului absolut al măsurii timpului, timpul se scurge la fel în ambele sisteme de referinta, adica: t = t ( ) Relatiile ( ) si ( ) reprezinta transformările Galilei care exprimăa coordonatele spațtio-temporale ale unui eveniment fata de un sistem de referința inerțial în functie de coordonatele spațtio-temporale ale aceluiațsi eveniment fațtăa de un alt sistem de referintă inertial aflat în miscare rectilinie si uniforma fată de primul, în Mecanica newtoniana Pentru cazul particular în care v||Ox vom obține transformările Galilei speciale directe: x' = x — vt y = У ( ) Z = z t' = t și respectiv transformările Galilei speciale inverse: x= x' + V t' У= = y z= z t= = t' ( ) Consecințele transformărilor Galilei (speciale) se refera la: • legea de compunere a vitezelor in Mecanica newtoniană, adica: vrel vabs v ( ) • invarianta lungimilor în orice sistem de referinta inerțial, adica: l' = l ( ) unde lf reprezinta lungimea unei bare masurată in sistemul S' iar l reprezinta lungimea aceleasi bare măsurata in sistemul S Observație: Transformarile Galilei speciale au avantajul că au o forma foarte simplă si contin caracteristica esentială a relatiei dintre sistemele de referintă inerțiale S si S', anume ca ele au unul fatăa de celaălalt o miscare de translatie rectilinie si uniformăa Principiile dinamicii newtoniene Dinamica studiază mișcarea corpurilor plecând de la cauza care o produce Principiile Dinamicii sunt propoziții cu caracter general, obținute pe baza a numeroase date experimentale Principiul inerției (legea întai a lui Newton) afirma ca orice particula, în absenta actiunii altor corpuri, se mișca rectiliniu și uniform; deci, o particulă libera se deplaseaza cu viteza constanta Principiul inertiei este verificat prin contrazicere, adică nu s-a observat experimental ca, dacă este îndeplinita conditia din principiu miscarea sa nu tinda la una rectilinie Observație: apare notiunea de inerție care reprezinta tendinta unui corp de a nu-si modifica viteza în cazul cand nu există acțiuni exterioare Principiul manifestarii acțiunii (legea a doua a lui Newton) afirma ca, în conditii exterioare date, produsul dintre masa țsi accelerațtia unei particule este o funcțtie vectorialăa ce depinde de pozițtia particulei, viteza sa țsi de timp: mr = F(f,f,t) ( ) Observațtii: Apare notiunea de masa; prin experiente de ciocnire se demonstrează ca fiecare particulă este caracterizată de o marime scalara pozitiva, specifica si invarianta (în Mecanica newtoniana) care reprezintăa masa particulei Functia vectoriala F reprezinta forta cu care corpurile ac-tioneaza asupra particulei, iar dependenta F(r,f,t) se numeste legea forței sau expresia forței Forța F este o marime vectoriala măsurabila al carui modul exprimă intensitatea acțiunii asupra particulei, iar directia si sensul ei redau orientarea actiunii Principiul doi stabileste dependenta generală a fortei de variabilele cinematice r, r si t, dar nu da o prescripfie pentru forma concretăa a acestei dependente Relatia ( ) reprezintă ecuația fundamentală a Dinamicii Principiul independenței acțiunilor afirma ca exercitarea simultana a mai multor acfiuni asupra unei particule nu modifică legile forfelor; efectul asupra particulei este exprimat prin suma fortelor individuale: F(f, r,t) = ^ Fn(r, Ft) ( ) n Principiul acțiunii si reacțiunii (legea a treia a lui Newton) afirmă că două corpuri actioneaza unul asupra celuilalt în asa fel încât fortele corespunzatoare sunt egale ca mărime si de sens contrar: F = — F ( ) unde F reprezinta acțiunea corpului asupra corpului , iar /' | reprezinta reacțiunea corpului asupra corpului Principiul relațivițății a lui Galilei afirmă ca, pornind de la situatii initiale similare, evolutia unui ansamblu de particule izolat (nu actionează nici o forta din exterior asupra ansamblului) este aceeasi în orice sistem de referinta inerțial O consecința deosebit de importanta a acestui principiu se ob-tine exprimand legea a doua a lui Newton pentru o particulă care face parte dintr-un ansamblu izolat, fața de sistemele inerțiale S și S': mr = F(r, r, t) fata de S ( ) mf = F(r/,F,t') fata de S’ Se observa ca legea fortei este aceeași in ambele sisteme de referintă, conform principiului relativitătii a lui Galilei Legatura dintre sistemele inertiale este data de transformarea Galilei ( ), care derivata de doua ori conduce la relatia: F = f ( ) adica acceleratiile particulei în sistemul S si S' sunt identice Conform relatiei ( ) rezulta: F (F,F,t) = F (F,F,t) ( ) Folosind relatiile de transformare Galilei, egalitatea ( ) devine: F(r - Ft,F- v,t) = F(F,F,t) ( ) identitate ce exprimă invarianta expresiei forței exercitate asupra unei particule dintr-un ansamblu izolat, la schimbarea sistemului de referintă inertial Cu alte cuvinte, dacă avem la dispozitie o multime infinita de sisteme de referintă inerțiale, conform principiului relativitatii a lui Galilei nici unul din aceste sisteme nu este privilegiat in descrierea miscarii unei particule libere si toate principiile Mecanicii au aceeasi forma fata de orice sistem de referintă inerțial în concluzie, Dinamica studiază mișcarea corpurilor pornind de la expresiile, presupuse cunoscute, ale forțelor exercitate asupra lor Bazandu-ne pe principii, sa vedem cum se formuleaza concret problemele Dinamicii Fie un punct material de masă m solicitat de forta F(r, r, t) ce reprezinta o acțiune exterioara cunoscuta Problema de dinamică consta in determinarea miscarii particulei, iar rezolvarea ei se face cu ajutorul ecuatiei diferentiale vectoriale ( ) pentru vectorul de pozitie r al particulei, ca functie de timp Aceasta ecuatie vectorială, scrisa pe componente revine la un sistem de trei ecuații diferentiale de ordin doi, în forma normală, pentru functiile x(t), y(t) si z(t\- mx = Fx(x,y,z,x ,y ,z ,t) my = Fy (x,y,z,x ,y,z ,t) mz = Fz (x,y,z,x ,y ,Z ,t) ( ) Acestui sistem de ecuatii diferentiale i se asocoaza condițiile inițiale: x(to) = x y(to) = yo Z(to) = Zo O^(to') = Vox y(to) voy Z(to) = Voz ( ) o Sistemul de ecuatii diferentiale ( ) impreuna cu condicile initiale ( ) formeaza o problema Cauchy care ne oferă, conform matematicii, o solutie unica si care este: x = x(t) y = y(t) z = z(t) ( ) obținându-se legea de mișcare a particulei: r = r(t) ( ) determinata de condițiile inițiale: r(to) = ro ( ) r(to) = V Numim stare mecanica la momentul t a unui punct material, ansamblul {r(t), r(t)} format din vectorul sau de pozitie si viteza sa in acel moment Conditiile initiale ( ) definesc starea mecanica a particulei la momentul to Deci, in ipoteza ca expresia fortei este cunoscuta, starea mecanica a unei particule la un moment dat determină univoc legea ei de de miscare Principial este suficient sa cunoastem starea mecanica la un moment to pentru a deduce, farâ nici o ambiguitate, starea mecanica a particulei la orice alt moment Legea de miscare poate fi gasita efectiv prin integrarea ecuatiei diferentiale ( ), care se numeste ecuația de mișcare a particulei Observație: pana acum s-a discutat modul in care legile lui Newton guverneaza miscarea punctelor materiale in sistemele de referinta inertiale Este necesar sa facem cateva considerași de dinamica privind sistemele de referință neinerțiale (sisteme pentru care nu mai este valabil principiul inerȘei) Fata de sistemele neinertiale, legea a doua a lui Newton are un enunt similar aceluia fata de sistemele inertiale, cu deosebirea majora ca fortei care descrie actiunea fizica a altor corpuri asupra particulei trebuie sa i se adauge forțele de inerție, anume forta de transport și forța Coriolis Celelalte legi ale lui Newton (principiul inerției, independenței acțiunilor, acțiunii si reacțiunii) rai nan neschimbate în ce privesțe țraducerea propriețaților acțiunilor fizice prin însusiri ale legilor forțelor Remarcam ca, in general, ecuația de miscare a unei particule înțr-un sisțem de referința neinerțial esțe considerabil mai complicața decaț ecuația de miscare scrisa fața de un sisțem inerțial In consecința, legea de miscare a particulei esțe mai greu de calculaț Desi acesțe considerații arața ca sisțemele inerțiale sunț privile-giațe, țoțusi in mulțe cazuri sunț folosițe sisțemele de referința neinerțțiale Interactiile fundamentale Cele cinci principii ale Dinamicii, împreuna cu principiul ca-racțerului absoluț al maasurii țimpului alcaațuiesc sisțemul de principii fizice fundamențale, pornind de la care se dezvolțaa logic înțreaga Mecanica newtoniana Principiile Mecanicii newțoniene sunț conforme cu realițațea pențru un domeniu foarțe ințins de miscari ale corpurilor Domeniile în care ele încețeaza sa fie valabile sunț: • miscarile corpurilor cu vițeze apropiațe de vițeza luminii, care sunț descrise corecț pe baza principiilor Teoriei relațivițații • miscarile particulelor la scara ațomica si nucleara a caror descriere esțe guvernațaa de principiile Mecanicii cuanțice In afara de informația fizica generala conținuța în principii, în Mecanica newțonianaa se mai ințroduce informațția fizicaa sub forma legilor de forța ale ințeracțiilor care apar în diferițe probleme con-crețe Forțele din Mecanica corespund unor ințeracții fizice com- plexe, dar oricât de complexe ar fi exista o anumita suprapunere de interacțiuni fundamentale In prezent, se cunosc patru clase de interactiuni fundamentale pe care le vom enumera in ordinea intensității crescande Interacțiunile gravitaționale sunt cele mai slabe, dar cele mai generale: orice pereche de corpuri care au mase interactioneaza gravitational Legea de forta a acestei interactiuni a fost dedusa de Newton ( ) Forta gravitatională dintre două particule este atractiva, proportionala cu produsul maselor si invers proportionala cu patratul distantei dintre particule: Fgrav = -Г ^ ^ ^ ( ) r r cunoscuta sub numele de legea gravitației universale Г este constanta gravitaționala universala si a fost determinată experimental, cu precizie, de către Cavendish ( ): Г = - Nm kg- Observații: • miscarea corpurilor ceresti este determinata in principal de inte-ractiunea lor gravitationala si deci este guvernata de legea gravitatională universalăa ( ) • la scară terestra, prezinta importanta atractia gravitationala a Pământului asupra oricarui alt corp; forta corespunzatoare, în vecinatatea suprafetei terestre se numeste greutatea corpurilor; interactiunea gravitatinala a corpurilor la suprafata Pamantului este complet neglijabila fata de celelalte interactiuni ale lor Interacțtiunile electromagnetice sunt mult mai puternice de-cat cele gravitationale , dar se manifesta numai intre particulele care poseda sarcina electrica Legea de forța a interacțiunii electromagnetice dintre doua corpuri încărcate nemișcate a fost stabilita de Coulomb ( ) Forta coulombiana dintre doua particule încarcate este proportionaia cu produsul sarcinilor q și q ale particulelor, invers proportională cu patratul distantei dintre ele si este atractiva sau repulsiva, dupa cum sarcinile au semne contrare sau au acelasi semn: Й , q q Г , FCoulomb k ( ) ГІ Г Factorul de proportionalitate k este pozitiv, iar valoarea lui rezulta din alegerea unitatilor de masura: k = -^ = Nm C( ) л£о O particula cu sarcina q aflată in miscare cu viteza v într-un camp electromagnetic extern, este supusa forței Lorentz: F = q(E + v x B) ( ) unde E este intensitatea campului electric iar B este inductia campului magnetic la un moment dat si in punctul în care se gaseste particula în acel moment Observație: majoritatea fenomenelor din natura sunt datorate interactiunilor electromagnetice; astfel, structura stabila a atomilor si moleculelor, coeziunea corpurilor, frecarile, reactiile chimice, procese biologice constituie exemple ale suprapunerii tot mai complexe a interactiilor electromagnetice Teoria sistematica a interactiunilor electromagnetice si a efectelor lor macroscopice este studiată de Electrodinamica clasica, iar studiul aprofundat al interacțiunilor electromagnetice pure dintre particulele elementare formeaza obiectul Electrodinamicii cuantice Interacțiunile slabe si tari se manifesta numai la scara nucleara, la distante cel mult de ordinul m Interactiunile slabe sunt cele care produc reactii de tipul emisiei в a unor nuclee radioactive; aceste interactii au o intensitate de ori mai mica decat aceea a celor electromagnetice Interactiunile tari leaga strans protonii si neutronii in nucleele atomice, asigurând stabilitatea nucleelor Interactiunile tari sunt de circa ori mai intense decâat cele electromagnetice Teoremele generale ale Mecanicii pentru un punct material Teoremele generale ale Mecanicii sunt consecintele principiilor Dinamicii, care înlesnesc abordarea problemei miscarii unei particule sau sistem de particule Vom considera in continuare un punct material de masa m si solicitat de forta F(f,f,t), data intr-un sistem de referinta inerțial S Teorema impulsului Se numeste impuls al unei particule, produsul dintre masa m si viteza v = r a particulei Impulsul se noteaza cu p iar unitatea de masura in sistemul international de unitati este [p]SI = kg m/s sau N ■ s: p = mv ( ) Daca vom deriva în raport cu timpul relația de definiție ( ) vom obtine: dp dv — = m—- = mr = F dt dt ( ) Aceasta formula ne arata ca derivata in raport cu timpul a impulsului este egala cu forta totala exercitata asupra particulei si reprezinta teorema impulsului pentru un punct material Acest rezultat nu este decat o definitie alternativa a fortei, care foloseste notiunea de impuls, cele doua definitii: F = ma F = ® dt ( ) fiind echivalente atunci cand masa este constanta O consecința imediata a formulei ( ) se refera la cazul cand forta totala care acționeaza asupra particulei este nula; atunci si numai atunci, impulsul total al particulei se conserva in timp: F = ~ p(t) = p(to) ( ) Aceasta concluzie este numita legea de conservare a impulsului Din punct de vedere matematic, componentele constante px, py si Pz ale impulsului particulei libere sunt integrale prime ale ecuatiei de miscare ( ), adica integrale prime ale sistemului de ecuatii diferentiale ( ) Teorema momentului cinetic Momentul impulsului sau momentul cinetic (orbital) al unei particule este definit ca produsul vectorial dintre vectorul de poziție r si impulsul p al particulei: l = r x p [l]si = J ■ s ( ) Vom calcula in continuare derivata in raport cu timpul a momentului cinetic folosindu-ne si de formula ( ): dl dt dl dt d — (r x p) = r x p + r x p = r x F + mr x f = M dt ( ) unde M = r x F reprezinta momentul forței Relafia ( ) exprima teorema momentului cinetic: derivata in raport cu timpul a momentului cinetic al unei particule este egala cu momentul fortei exercitate asupra particulei O consecință a teoremei momentului cinetic se refera la cazul cand momentul fortei totale care actioneaza asupra particulei este nul; atunci si numai atunci, momentul cinetic al particulei se conserva în timp: M = l(t) = l(to) ( ) Acest rezultat se numeste teorema de conservare a momentului cinetic Componentele constante lx, ly si lz ale momentului cinetic sunt integrale prime ele ecuatiei de miscare ( ) si sunt complet determinate de starea mecanica a particulei la momentul to Fig * Observație: momentul forței totale ce acționează asupra unei particule poate fi nul in urmatoarele cazuri: • F = M = l = const • F = ; acest lucru se întampla atunci cand forta este o forță centrala, adica directia fortei ce actioneaza asupra particulei trece printr-un punct fix dat numit centru de forța Fig * Expresia unei forte centrale este: r F = f - ( ) r deci are directia vectorului de pozitie Momentul acestei forte centrale va fi: M = r x F = r x f (r, t)Г = r l = const ( ) Teorema energiei cinetice Energia cinetica este o marime scalara nenegativă definita prin semiprodusul dintre masa si patratul vitezei particulei: E • -^czn ~ = - mv = - mvv ( ) Fig Fie o portiune din traiectoria unei particule cuprinsa între punctele A si A (Fig ) în care particula se gaseste la momentele ti si respectiv t In intervalul de timp elementar dt, particula parcurge arcul AA' avand vectorul deplasare: AA = df = vdt ( ) Fie F(r, v, t) forța ce acționează asupra particulei in punctul A Produsul scalar: dL = F ■ df = Fxdx + Fydy + Fzdz = F|r| cos Ѳ ( ) se numeste lucrul mecanic elementar al forței F corespunzator deplasarii elementare df a particulei Unghiul Ѳ este unghiul dintre forta si directia deplasarii Semnificata liniutei transversale de pe litera d in ecuatia ( ) este ca expresia diferențiala dL nu este in general diferentiala totala a vreunei functii de pozitia particulei Observații: • daca forta este perpendiculara pe directia deplasarii (F ± df) atunci lucrul mecanic elementar este nul • daca forta nu este perpendiculara pe directia deplasarii, atunci lucrul mecanic elementar poate fi pozitiv țsi se numețste lucrul mecanic primit de particula sau lucrul mecanic motor, sau poate fi negativ si atunci se numeste lucrul mecanic cedat de particula sau lucrul mecanic rezistent • lucrul mecanic efectuat de forta F în unitatea de timp este numit puterea fortei F care se exercita asupra particulei, la momentul t: dL dt = P = A' ■ v ( ) Puterea poate fi pozitiva (putere primita), negativa (putere cedată) sau nula Lucrul mecanic total corespunzator deplasarii particulei in intervalul de timp [ti, t ] se numeste lucrul mecanic integral si este definit prin relația: f A -> L[t ,t ] I F• dr ( ) JAj Daca vom utiliza in continuare legea de mișcare a particulei r = r(t) vom putea transforma integrala ( ) într-o integrala dupa timp (integrala Riemann): L[tl,t ]= [ F [r(t),v(t),t]v(t)dt Jt- ( ) Vom deriva in continuare energia cinetica a particulei în raport cu timpul: dEc dt ; dEc dt d , rdL — (- mvv) = -m[vv + vv] = mvv = vF = — dt dt dL dEc = dL ( ) Relatia ( ) arata ca derivata în raport cu timpul a energiei cinetice a unei particule este egala cu puterea forfei exercitate asupra particulei, sau variatia energiei cinetice a particulei într-un interval infinitezimal dt este egalaa cu lucrul mecanic elementar efectuat în acest interval de timp de forta exercitata asupra particulei Afirmatiile de mai sus sunt enunturi echivalente ale teoremei energiei cinetice, în forma diferențiala Forma integrala a acestei teoreme se exprima prin relația: Ecin(t ) - Ecin(ti) = [ F[r(t),v(t),t]v(t)dt Jti Ecin(t ) — Ecin(t ) = L[t ,t ] ( ) Deci, variatia energiei cinetice a unei particule în intervalul de timp [t , t ] este egala cu lucrul integral al fortei exercitate asupra particulei Energia potențială Energia mecanică Teorema de conservare a energiei mecanice Fie cazul particular când forța ce acționează asupra particulei nu depinde decat de poziția particulei (nu si explicit de timp), deci particula se miscă sub acțiunea unui camp de forte static: F = F (r) = F (x,y,z) ( ) Vom considera de asemenea ca lucrul mecanic al acestei forte nu depinde de drumul urmat de particula (campuri speciale de forte) Din punct de vedere al Analizei matematice, conditia necesara si suficienta ca integrala curbilinie a unei functii vectoriale F = F(r) (lucrul mecanic) sa fie independenta de curba care uneste doua puncte date si sa depinda numai de aceste puncte, se poate exprima prin următoarele două afirmatii echivalente: • există o functie U = U(r), determinată pană la o constanta aditiva, care satisface identic egalitatile: Fx Fy Fz dU dx dU dy dU dz Totodată este adevarată relația: A Fdr = — [U (r ) — U (Ti)] ( ) ( ) A unde integrala curbilinie se ia pe un drum arbitrar • Funcțiile Fx(x, y, z), Fy(x, y, z) si Fz(x, y, z) verifica identitațile: dFy FX dFz Fy BF^ BF^ dx dy ' dy dz ' dz dx ( ) Proprietațile ( ) si ( ) scrise sub forma vectoriala devin: F (r) = -VU (r) ( ) V x F(r) = ( ) Daca functia vectoriala F(r), cu proprietatea ( ) este un camp de forte, atunci marimea U(x,y,z) se numeste energia potențială a particulei în punctul de coordonate x,y,z si este un camp scalar Daca campul de forte F(r) deriva dintr-o energie potentiala U(r), atunci lucrul mecanic elementar al fortei este diferentiala totala a unei functii de coordonate: dL = = Fdf = Fxdx + Fy dy + Fz dz ( ) dU dU dU = o o o = dU (x,y,z) dx dy dz dL = -dU ( ) Deoarece particula se misca, energia ei potentiala depinde de timp prin intermediul coordonatelor particulei Prin impartirea iden-titatii ( ) la intervalul de timp dt, corespunzator deplasarii dr, se obține expresia puterii fortei: Fv = dU dt ( ) Daca vom ține cont acum de expresia matematica a teoremei energiei cinetice, vom obtine următorul rezultat: d -ț: (Ecin + U) = dt d(ECin + U) = ( ) ( ) Suma dintre energia cinetică si energia potentiaia a particulei: E = Ecin + U ( ) se numeste energia mecanica a particulei Relațiile ( ) si ( ) reprezinta forma diferențiala a legii conservării energiei mecanice, care se enuntă astfel: in cursul miscarii unei particule într-un camp de forte static al carui lucru mecanic nu depinde de drumul urmat, energia mecanică a particulei nu va-riza în timp Forma integrala a legii conservarii energiei se obtine din relatia ( ) si forma ( ) a teoremei energiei cinetice: Ecin(t ) — Ecin(t ) = U (n) — U (^ ) (Ecin + U)t = (Ecin + U)ti ( ) în consecinta, atunci cand o particulă se misca într-un camp de forte static, derivat dintr-o energie potentiala se definete energia mecanică a particulei cu proprietatea esentială ca se conserva în timp Marimea conservata E este complet determinata de starea initiala a particulei: E [f(t),v(t)] = E (fo,Vo) = mvO + U (ro) ( ) Observații • din punct de vedere matematic, energia este o integrala prima a ecuatiei de miscare ( ) • se disting doua feluri de forțe: forțe pentru care se poate formula legea conservarii energiei, numite forțe conservative si forte care nu au aceasta proprietate, numite forțe neconservative Teoremele generale ale Mecanicii pentru un sistem de puncte materiale Fie un sistem de N puncte materiale (N > ) de mase mi(i = ,N) fiecare Presupunem cunoscute toate fortele, exterioare si interioare, exercitate asupra particulelor din ansamblul considerat Vom defini centrul de masa al sistemului de puncte materiale, ca fiind punctul geometric caracterizat de vectorul de pozitie (Fig a): N i= mi i= R = N = м £ mifi i= N —— R = мГі ( ) i= N unde M = V mi reprezintă masa totală a sistemului de puncte i= materiale Fig a Observație: vectorul de pozitie R al centrului de masă este suma ponderată a vectorilor de poziție ai tuturor particulelor din sistem, cu ponderi egale cu rapoartele dintre masele particulelor individuale si masa totala a sistemului, m• Vom defini viteza centrului de masă privit ca un punct fic- tiv, ca fiind: mifi i= M N ^mjfj i= ( ) V = R = M iar accelerația centrului de masă: V = R = miri i= mi i= N Утггг i= ( ) M Teorema impulsului pentru un sistem de puncte materiale Prin definiție, impulsul P al sistemului de particule este egal cu suma impulsurilor particulelor constituente: N P = E Pi ( ) i= Vom nota in continuare prin Fext ca fiind forta totala exterioara ce actioneaza asupra sistemului de particule si care este egala cu suma fortelor exterioare Fext>i ce actioneaza asupra fiecarei particule, iar prin Fint - forta totala interioara ce actioneaza asupra sistemului de particule si care este egala cu suma fortelor interioare Fintj, ce actioneaza asupra fiecarei particule (Fig b): N Fext Fext,i ( ) i= Fig b N Fint = Fint,i i= ( ) Forța care acționează asupra fiecărei particule i a sistemului va fi: Fi — Fext,i + Fint,i ( ) iar ecuația de miscare va fi, conform principiului doi al Mecanicii: mifi — Fi(fi,f , vn ; fi,f fN; t) (i — ,N) ( ) Scrise pe componente, cele N ecuații diferențiale vectoriale ( ) revin la un sistem de N ecuații diferențiale de ordinul doi, pentru componentele vectorilor de poziție ai tuturor particulelor ri, ca funcții de timp Acestui sistem ii asociem urmatoarele N condiții inițiale: fi(Q = foi ( ) Гі(іо) = Voi Sistemul de ecuații diferențiale ( ) și condițiile inițiale ( ) alcătuiesc o problema Cauchy care ne oferă o soluție unica: ri = fi(t) i = , N ( ) Aceasță soluție reprezința legea de mișcare a sistemului de particule dețerminața de condițiile inițiale ( ) Ansamblul vectorilor de poziție ai țuțuror particulelor la un momenț daț t {f (t), f (t), fN(t)}, definesțe configurația sistemului in mo-mențul respecțiv Numarul paramețrilor care determină complet configurația unui sistem de particule se numeste numarul gradelor de libertate ale sistemului In cazul sistemului analizaț pana acum, numarul gradelor de libertate este N Ansamblul vectorilor de poziție si vitezelor țuțuror particulelor la momen-țul t, {f (t),f (t), rN (t); f ,f fN} definesțe starea mecanică a sistemului de puncte materiale la momențul t Prin urmare, condițiile inițiale ( ) fixeaza sțarea mecanica la momentul to a sistemului, iar legea de miscare ( ) va reprezența evolutia în timp a configurației sistemului de particule In conținuare vom deriva, in raport cu țimpul, relația ( ): dp N N N N — = p = E й = E F = E p‘x,,i+E v„t,i i= i= i= i= = Fext + Fint ( ) Dar, în virtutea principiului independenței acțiunilor și a principiului acțiunii și reacțiunii, rezultanta forțelor interioare este întotdeauna nulă, pentru un sistem de particule (forțele interioare acționeaza asupra fiecarei perechi de particule si sunt egale și de sens contrar) Ca urmare, relația ( ) devine: dP = F dt X ( ) ceea ce exprima teorema impulsului pentru un sistem de puncte materiale: derivata în raport cu timpul a impulsului total al unui sistem de particule este egalăa cu rezultanta tuturor forțelor exterioare exercitate asupra particulelor O consecința a acestei teoreme se refera la cazul în care rezultanta forțelor exterioare este nula; atunci si numai atunci, impulsul total al sistemului de particule se conservăa: Fext = P(t) = P(to) ( ) Aceasta ultima relație exprima legea de conservare a impulsului total Din punct de vedere matematic, componentele Px , Py si Pz sunt integrale prime ale ecuațiilor diferențiale ( ) si sunt complet determinate de starea mecanică la momentul to, ( ) a ansamblului de puncte materiale In particular, impulsul total al unui sistem de puncte materiale izolat este constant Din definițiile ( ) si respectiv ( ) rezulta: N N P У Pi = = MR i= i= MR = P ( ) Derivând in raport cu timpul relația ( ) și folosind teorema impulsului ( ), obținem: MR = Fext ( ) Relațiile ( ) si ( ) arata ca impulsul centrului de masă al unui sistem de particule este impulsul total al sistemului, iar forta asupra centrului de masa este rezultanta tuturor fortelor exterioare exercitate asupra particulelor din sistem Daca se presupune cunoscuta forta exterioara Fext, atunci ecuatia ( ) reprezinta ecuatia de miscare a centrului de masa si poate fi integrata, spe-cificându-se starea mecanica la momentul inițial to: R (to) = Ro R(Q = Vo ( ) Teorema momentului cinetic total pentru un sistem de puncte materiale Momentul cinetic total L al sistemului de particule este suma momentelor cinetice individuale ale particulelor: N L = E t i= ( ) Vom defini momentul rezultant al fortelor exterioare: N N Mext = Mext,i — ri X Fext,i i= i= ( ) și momentul rezultant al forțelor interioare: N N Mint = F x ( ) i= i= Derivam in raport cu timpul relația ( ): L NN N fi x Fi fi x (Fext,i + Fint,i) i= i= i= N N NN fi x Fext,i + ^ fi x Fint,i — Mext,i + ^ Mint,i i= i= i= i= M-ext + Мп dL dt Mext + Mint ( ) Formula ( ) reprezintă teorema momentului cinetic: derivata in raport cu timpul a momentului cinetic total al unui sistem de puncte materiale este egala cu suma celor doua momente rezultante, al fortelor exterioare ai al fortelor interioare O consecința a acestei teoreme se referă la cazul în care suma momentelor rezultante este nula; atunci si numai atunci, momentul cinetic total se conservaă: Mext + Mint = L(t) = L (to) ( ) Observație Definim un sistem de particule ca fiind un sistem conservativ atunci când forțele de interacțiune intre toate perechile de particule nu depind de vitezele relative ale acestora, adica au forma: Fi,j (fij) = fij (rij ( ) ri,j unde fij = fi — fj este vectorul pozitiei relative a particulelor i si j Deci, pentru un sistem conservativ de particule este valabila egalitatea: ri;j x = ( ) Vom calcula acum momentul fortelor interioare pentru un sistem conservativ de particule: NN N Mint — Mint,i — ri x Fint,i — T'i x Fi,j i i i j,j=i = ^, x Fi,j Yj'' X Fi,j + fj X j) i,j i,j = (ri— rj)x Fi,j = rx Fi,j = i,j i,j Mint = o ( ) Astfel, pentru un sistem conservativ de particule, mometul rezultant al fortelor interioare este întotdeauna nul Ca urmare, legea momentului cinetic pentru un sistem conservativ este: dL д! — Mext dt ( ) iar legea de conservare a momentului cinetic total va avea forma: Mext = L(t) = L(to) ( ) Componentele constante Lx, Ly și Lz ale momentului cinetic total sunt integrale prime ale sistemului de ecuații de miscare ( ) si sunt complet determinate de starea mecanica la mometul to ( ) Teorema energiei cinetice pentru un sistem de puncte materiale Conservarea energiei mecanice Energia cinetica totala pentru un sistem de puncte materiale este definta ca suma energiilor cinetice individuale ale tuturor particulelor: N I N Ecin = Ecin,i mi "i i= i= ( ) Lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare este egal cu suma lucrurilor mecanice elementare ale tuturor fortelor exterioare: N dLext — Fext,i ’ df'i ( ) i= iar lucrul mecanic elementar al forțtelor interioare este egal cu suma lucrurilor mecanice elementare ale tuturor fortelor interioare: N dLint = Fint,idri i= ( ) Diferențiala energiei cinetice totale, plecând de la definiția ( ), va fi: dE • LLJ-^cin dEcin N NN dEcin,i Eidr'i ^(Eext,i + Eint,id r'i i= i= i= N N Eext,id^'i + Eint,id^'i — dLext + dEint i= i= dLext + dLint ( ) ceea ce reprezinta teorema energiei cinetice pentru un sistem de particule, sub forma diferențială adica, variatia energiei cinetice totale a unui sistem de particule intr-un interval de timp infinitezimal dt este egala cu suma lucrurilor mecanice elementare efectuate de fortele exterioare si de fortele interioare Daca se integreaza expresia ( ) se va obtine forma integrala a teoremei energiei cinetice: Ecin(t ) — Ecin(t ) — Lext[t ,t ] + Lint[t ,t ] ( ) unde Lext[t ,t ] si respectiv Lint[t ,t ] reprezintă lucrul mecanic integral al fortelor exterioare, respectiv interioare Vom considera in continuare un sistem de particule conservativ Ținand cont de expresia ( ) a fortelor interioare, atunci lucrul mecanic elementar al fortelor interioare: N dLint — Eint,idfi — —^ Uij ( ) i= i,j unde Uint У Uij(ri,j) ( ) i,j reprezinta energia potențială a forțelor interioare Astfel, lucrul mecanic elementar al fortelor interioare va fi: dLint — dUint ( ) iar lucrul mecanic integral al forțelor interioare nu depinde decât de configuratiile initiala si finala ale sistemului: Lint\t ,t ] — —\Uint(t ) — Uint (t )] ( ) Daca vom înlocui acest rezultat în expresia matematica teoremei energiei cinetice ( ) vom obtine: d(Ecin + Uint) dLext ( ПЗ) Suma dintre energia cinetica totala si energia potentiala a fortelor interioare se numeste energia mecanica interna a sistemului conservativ: Eint — Ecin + Uint ( ) în orice interval de timp în care lucrul mecanic al fortelor exterioare este identic nul si numai atunci, energia interna a sistemului se conserva în timp: Lext[t ,Î ] = Eint(to) = Eint(t ) ( ) ceea ce reprezinta teorema de conservare a energiei mecanice interne Analog, daca se analizeaza cazul în care asupra sistemului conservativ actioneaza numai forte exterioare conservative: Eext,i(r^'i) ^Uext,i('r‘i) ( ) atunci suma: N Uext(fi, f , Tn) = Uext,i(fi) ( ) i= reprezinta energia potențială a forțelor exterioare Lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare conservative este egal cu diferențiala totala a energiei potențiale a forțelor exterioare — dUext: dLext = —dUext ( ) Deci, lucrul mecanic integral al fortelor exterioare in intervalul de timp [t ,t ] depinde doar de configurabile initială si finala ale sistemului conservativ: Lext [І ,І ] = — [Uext(t ) — Uext (t )] ( ) Pornind de la expresia ( ), si daca vom ține cont si de teorema energiei mecanice interne ( ) atunci vom obtine identitatea: d(ECin + Uint + Uext) = ( ) Vom defini energia potențială totala a sistemului suma dintre energia potentiala a fortelor exterioare si energia potentiala a fortelor interioare: U — Uint + Uext ( ) iar suma dintre energia potentială totala si energia cinetica totala se numeste energia mecanica totală a sistemului de puncte materiale: E Ecin + U Ecin + Uint + Uext Eint + Uext ( ) Relația ( ) exprima sub forma diferențiala legea de conservare a energiei totale pentru un sistem de particule conservativ, aflat într-un camp de forte exterioare conservative, adica: E (t) = E (to) ( ) Energia totala este o integrala prima a sistemului ecuatiilor de miscare ( ) si este complet determinata de starea mecanica initiala, la momentul to Teoremele lui Konig Sa analizam în continuare cum se descompune miscarea unui sistem de particule fata de doua sisteme de referinta S si S' Fie un sistem de referinta S' cu originea plasata în centrul de masa C al unui ansamblu de particule si avand o miscare de translase fata de sistemul de referinta inerțial S (Fig ) Miscarea ansamblului de particule în sistemul S se numeste mișcare absoluta, iar în sistemul S' se numeste mișcare relativă fata de centrul de masă Pentru un punct material P (Fig ) al sistemului de particule sunt adevaarate relațtiile: гг = R + fi ( ) Vi = V + Vi ( ) Deoarece centrul de masa al sistemului de particule are fata de sistemul de referinta S' vectorul de pozitie R' = , din relatiile ( ) si ( ) rezulta: v = ( ) i= N = ( ) i= Fig Vom defini momentul cinetic total L' și energia cinetică totală E'cin ale sistemului de particule in mișcarea relativa fața de centrul de masa prin relațiile: N Emi(f X Ei) i= ECin = "iv' i= ( ) ( ) L L Ne intereseaza in continuare care este relatia dintre momentul cinetic total L, in miscarea absoluta si momentul cinetic total L', îm miscarea relativa fata de centrul de masa: V N L = ^ m ' X V^^^R + fi) x (V + Vi)] i= i= NN N = Q mi)(R x v) + mi(^i ) x v + R x шЕ') i= i= i= N + Ș mi(fi x = M(R x Й) + L i= L = m(R x v) + L' ( ) Relatia ( ) reprezintă teorema lui KOnig pentru momentul cinetic: momentul cinetic total al unui sistem de puncte materiale este egal cu suma dintre momentul cinetic al centrului de masa, în care se presupune concentrata masa totală a sistemului, si momentul cinetic in miscarea relativa fata de centrul de masăa Sa vedem in continuare care sunt relațiile dintre energiile cinetice totale Edn, in mișcarea absoluta si E'ciw in mișcarea relativa fata de centrul de masa: E • J-'an N E ■■ / y J~'cin,i i= N Z i= ( ) = Ё + Vi ) = MV + ECin z i= Ecin = MV + Ecin ( ) Relatia ( ) reprezinta teorema lui Konig pentru energia cinetica: energia cinetica totală a unui sistem de puncte materiale este egalaa cu suma dintre energia cineticaa a centrului de masa, presupus a avea masa egală cu masa totala a sistemului, si energia cinetica totală in miscarea relativa fata de centrul de masăa Observație: teoremele momentului cinetic si energiei cinetice , valabile intr-un sistem de referinfă inerțial S, isi pastreaza forma in sistemul de referinta Scare in general este neinertial Probleme Vectorul de pozitie al unui punct material este dat de legea de miscare: r = (cos t)i + (sin t)j unde (r) este masurat în metri iar timpul t în secunde Determina^: a) viteza și accelerația particulei la momentul t = sde la începerea mișcarii b) traiectoria pe care se mișca punctul material Rezolvare: a Legea vitezei punctului material se determină din relatia de definitie: v = dr d = ( cos ti + tj) , — , IU cos OLo + bt SUI UL / ) dt dt — (sin t) i + (cos t)j Marimea vectorului viteză este: |u| = у/ ( sin t) + ( cos t) = ^/(— cos t + ) La momentul t = s viteza este: v( ) = +- cos + ) = m/s Pentru acceleratie se procedeaza in mod similar: a dv d, — = — (— sin ti + cos tj) dt dt — (cos t) i — (sin t) j Marimea vectorului acceleratie este: \a\ = у/ (— cos t) + (— sin t) = у/( cos t + ) La momentul t = s accelerația este: a( ) = ^/( cos + ) = m/s b Ecuatia traiectoriei de gaseste prin eliminarea timpului din ecuațiile cinematice ale miscarii: x = cos t y = sin t Folosind relatia fundamentala din trigonometrie: sin t + cos t = se obtine: y + x = , + Aceasta reprezinta ecuatia unei elipse cu semiaxele de m si respectiv m Un punct material se deplasează cu viteza constanta v pe o elice definita de ecuatiile parametrice: x = cos t y = sin t z = vt unde distanțele (x,y,z) sunt măsurate in metri iar timpul t în secunde Determinati accelerata particulei in functie de timp Rezolvare: Conform definitiei, acceleratia este: a = x i + yj + Zk unde: drr d x = dt — (— sin t) = dt — cos t y = dy = dt — ( cos t) = — ■ sin t dZ d z = dt dt , Fo- constante Determinati legea de miscare si legea vitezei Rezolvare: Deoarece mișcarea se presupune unidimensionala: dv m— dt = Foe -xt Dupa separarea variabilelor se poate integra: v t Se obtine: v = F f - Legea spațiului o obținem prin integrarea legii vitezei: v dx x t dt t x(t) vdt -xt e x(t) Fo X m (e xt + xt - ) Sa se studieze miscarea unidimensionala a unui corp de masa m sub actiunea unei forte de tipul F = -kv Rezolvare: înlocuind expresia forței in ecuația diferențiala a mișcării: dv m— = —kv dt Dupa separarea variabilelor: dt m dv k v Si integrare, rezulta: t — to = Лк m dv k J v «(to) în urma efectuarii integralei si dupa rearanjarea termenilor se obține: — (t — t ) = ln v — ln v m Considerând ca t = , si ca v(t ) = v dupa aplicarea functiei inverse logaritmului, se obtine expresia legii vitezei: v v e ' t m t v e T unde m T = k Semnificația coeficientului т este acum evidenta Pentru ca relația vitezei sa fie corecta dimensional trebuie ca exponentul sa fie adi-mensional Prin urmare [т] = T- si reprezinta un timp, numit timp de relaxare Se observa ca: t = т v = Vo e Timpul de relaxare se defineste ca timpul dupa care viteza scade de e ori Analizand graficul vitezei dat în Fig putem face unele observatii legate de cazurile limita Se observa ca pe masura ce scade valoarea lui k, scaderea expo-nentialaa a vitezei se face pe un drum mai lent, timpii de relaxare corespunzatori scazand Pentru a gasi legea miscarii, integram din nou legea vitezei: x(t) = x + unde x este pozitia corespunzatoare momentului initial t = Efectuand integrala se obtine in final legea miscarii, sub forma: x(t) = x + V T ( t e т O analiza simpla a acestei relatii arata ca, oricat de lung ar fi timpul avut la dispozitie de corp, el nu se misca la infinit ci doar pe o distanta finita Fig : Dependența de timp a vitezei, v = v e-mf, pentru trei valori diferite ale coeficientului de frecare: ki > k > k Fig : Reprezentarea spațiului parcurs pentru diferite valori ale coeficientului de frecare, pentru cazul x = Din Fig se observa ca pe măsura ce scade valoarea lui k, distanța parcursa de corp creste Oricat de mult ar creste insa timpul de miscare, distanta parcursa nu poate depasi o anumita limita Sa analizam cazurile limita ale miscarii • Pentru un interval de timp scurt, imediat dupa începerea miscarii, t Folosim dezvoltarea in serie Taylor: ez = + z + z / + z / + Acest lucru ne permite sa scriem legea vitezei ca: /, k kvo V = Vo( t + ) ~ v = m m Fo = Vo + t = Vo + aot m unde: ao Fo F° m -kvo corespund acceleratei si respectiv fortei la momentul t = Folosind aceeasi aproximare si pentru spatiul parcurs, se obtine: x(t) Vom k Xo + — I — +- km k t m vok Xo + Vot - - = Xo + Vot + -aot m Se observa ca s-au regasit ecuatiile miscarii sub actiunea unei forte constante • Analizam ce se întâmpla dupa un interval de timp suficient de lung, adica atunci cand t — ж Deoarece: lim e z = z^^ viteza limita devine: v — iar spatiul limita: v m x — Xo + -— k Sa se studieze miscarea unidimensionala a unui corp de masa m sub acțiunea unei forțe de tipul F = —kv Rezolvare: înlocuim expresia fortei in ecuatia diferentiala a miscarii: dv m— dt —kv Dupaa separarea variabilelor: dt = m dv k v gasim: t — to = m f dv k J v v ceea ce conduce, dupa integrare si considerarea lui t = , la expresia vitezei: v(t) = Vo + t m Aflam legea spațiului printr-o noua integrare x t xo Vo + t m dt Integrala din membrul al doilea se rezolva usor daca se face substituia: u = + — Se obtine: m x = x + — ln k kvo —t + m Sa se studieze miscarea unidimensionala a unui corp de masa m legat de un resort cu constanta elastica k, in absenta frecarii Rezolvare: înlocuim expresia fortei în ecuatia diferentiala a miscarii: dv m—- = — kx dt x Fig Vom studia aceasta mișcare folosind legea conservării energiei Trebuie sa aflam asadar care este valoarea energiei cinetice si a celei potentiale Conform definiției, valoarea energiei potențiale a forței elastice corespunzatoare unei deformari oarecare x a resortului luand ca referinta valoarea zero pentru energia potential în pozitia nedeformata a resortului, este: x EP(x) = у IX/XCCX — г x în punctul x — energia potentiala este nula, de aceea energia totala este in întregime energie cinetica E (x — ) — Ec Sa consideram valoarea energiei cinetice de forma: Ec = - kA A este distanta maxima pana la care poate ajunge punctul material și se numeste amplitudine Scriem conservarea energie intre momentul în care corpul trece prin poziția nedeformată si un moment oarecare: -mv + - kx = - kA v dx dt = - (a - x ) m / k £ A - x ) Dupa separarea variabilelor se obtine: t — t arcsin x/A A cos d arcsin arcsin x/A ( ) A cos ddd xA cos Ѳ arcsin xo/A — (arcsin x/A — arcsin x /A) xo S-a facut schimbarea de variabila x = A sin Ѳ si s-a notat k = x s m Considerând că t = si afland pe x in functie de t rezulta: x x x t + arcsin — = arcsin — A A Fig - Reprezentarea grafică a unei mișcări oscilatorii adica: , x x = A sm(wot + arcsin —) A Mărimea x se numește frecventa unghiulara sau pulsația proprie a oscilațiilor iar t)j] + [( + t )i + t fc] = + + —* , —* , o y* = -( t + i + -( t + j + -( + t )k гл \ / H / J (л \ ' Valorile vectorului de pozitie la momentele de timp t = s si t = s sunt: R CM ( ) RCM ( ) b Derivam expresia vectorului de poziție și obținem viteza centrului de masa: —♦ d —* —* -* Vcm = — p( t + )z + -( t + ) + -( + t )k] CM dt V ! V ! v ! J = іг + , + tk = + + tk Valorile vectorului viteza la momentele de timp ti = s si t = s sunt: Vcm ( ) = j Vcm ( ) = + / + c Impulsul sistemului este: P = (mi + m + т )Ѵсм = іг + j + tk P( ) = J P ( ) = іг + / + k d Energia cinetica: Ecin(t') = - Ecin^i^t) + Ecin, (t') + Ecin, (t) = miv (t) + m v (t) + m v (t) Vectorii viteză pentru cele trei corpuri sunt: d , , v = — ( t i + tj + fc) = ti + j V = -r ( + t )i + ( + t)j = ti + j dt L J d г - - - v = — ( + t )i + t fc = ti + tk dt iar mărimile corespunzătoare: v (t) = у/( t) + ; vi( ) = rn/s; v ( ) = m/s v (t) = y!( t) + ; v ( ) = m/s; v ( ) = m/s v (t) = \J( t) + ( ) ; v ( ) = m/s; v ( ) = m/s După evaluările numerice se obtine: Ecin ( ) Ecm( ) J kJ Capitolul Mecanica analitica Marimi caracteristice în Mecanica newtoniană se studiază mișcarea corpurilor ma-croscopice care se deplaseaza cu viteze mici in comparație cu viteza luminii, printr-o abordare locală Ecuatia de baza cu ajutorul căreia se poate determina starea mecanica a unui corp este ecuatia Newton, data de principiul doi al Mecanicii: mr = F (r,r,t) ( ) Daca se cunosc fortele care actioneaza asupra corpului (sistemului) precum si starea mecanică initială (ro,vo), atunci se poate determina, la orice moment t starea mecanica a corpului (r,v) Mecanica analitică a fost dezvoltată de catre Lagrange, Eu-ler si Hamilton in scopul rezolvarii unor probleme mai complicate de mecanica Studiul miscarii unui sistem fizic, în Mecanica analitica, are la bază un principiu de extremum care ne spune ca, miscarea are loc întotdeauna pe aceea traiectorie pentru care o anumita funcție, care descrie starea sistemului își atinge extremul Ecuațiile ce descriu miscarea unui sistem in abordarea analitica sunt ecuatii cu derivate partiale de ordinul I si II Acest formalism este folosit in studiul sistemelor cu un numar mare de constituent (de exemplu în Mecanica statistica) sau pentru sisteme mecanice cu legaturi Fie un sistem format din N puncte materiale Starea mecanica a sistemului este definita, la fiecare moment, prin coordonatele carteziene si componentele vitezelor tuturor punctelor fata de un sistem de referinta inerțial Vom folosi urmatoarele notatii pentru coordonatele carteziene si pentru componentele vitezelor celor N puncte materiale: X , X , X , X , X , X , X N- , % N - , % N ( ) X ,X ,X ,X , X ,X , X N- ,X N- ,X N ( ) unde s-a tinut cont caa fiecare particulaa este caracterizataa de trei coordonate carteziene si respectiv trei componente ale vitezei O notatie similara va fi folosita si pentru forta: F , F , F , F , F , F F N- ,F N- ,F N ( ) unde primele trei valori reprezintaa componentele fortei totale ce se exercitaa asupra primului punct material s a m d Ecuatiile de miscare pentru sistemul de N puncte materiale caracterizate prin coordonatele carteziene ( ), scrise pe componente vor fi: msxs = Fs s = , N ( ) cu convenția ca: m m = m m m = in,- m N- = m N - = m N adica, primele trei componente ale masei sunt egale si reprezintă masa primei particule, s a m d Se spune ca sistemul este supus unor legaturi (sau constrângeri), daca sunt impuse anumite restrictii asupra alegerii variabilelor ( ) si ( ) Aceste restrictii se exprima prin anumite relatii, care pot avea fie forma unor egalitati, fie cea a unor inegalirâti: f (xs,xs,t) = Q sau f (xs,xs,t) > ( ) Vom considera in continuare acele legături care depind numai de coordonatele de pozitie si de timp, f (xs,t) = Dacă vom deriva aceasta relație în raport cu timpul, vom obtine: df df ^N df dt dt dxs s s= s ( ) Se observă ca acestă relatie contine si vitezele xs Daca toate relatiile care contin vitezele se pot obtine prin derivarea in raport cu timpul a unor relatii in care apar numai coordonatele de pozitie (si eventual timpul) se spune ca sistemul este supus unor legaturi olonome Daca exista relații care contin vitezele xs dar care nu pot fi obținute prin derivarea în raport cu timpul a unor relații numai intre coordonatele de pozitie, se spune ca sistemul este supus la legaturi neolonome Vom considera in continuare numai sistemele de particule supuse unor legaturi olonome exprimate prin relatii de forma: fk(xs,t) = k = ,v s = , N ( ) unde v reprezinta numarul de legaturi la care este supus sistemul Observație: numarul v nu poate fi arbitrar de mare Sistemul fk(xs,t) = este un sistem in necunoscutele xs Daca , • v > N, atunci sistemul devine incompatibil si nu are sens fizic • v = N, atunci sistemul pote fi rezolvat si se pot determina cele N necunoscute • v y ~^i - L(pi, q t) i= i= qi ( ) numita funcția hamiltoniana a sistemului sau, pe scurt, ha-miltoniana sistemului Daca vom diferenția ambii membrii ai relației ( ), fața de toate variabilele de stare, precum si de timp, obtinem: dH ’d + d' , ' dL d dL d ) dH = У qidpi + pidqi - у —Щі - у —dqi - — ) dqi dqi dt i= i= i= i= Daca vom fine cont si de definitia impulsului generalizat ( ), atunci diferentiala hamiltonianei ( ) se va scrie sub forma: W \ дТ dT jn \ ' ■ \ ' J, /Ч ой\ dH — / J qidpi— / y д dqi dttdt ( ) i= i= yi care, comparata cu expresia diferentialei matematice a functiei H (pi,(li,t): dH — dHdp + dHdq + dHdt dH rv dpi + dqi + Q dt dpi dqi dt ( ) conduce la urmatoarele egalitati: dH qi — dpi dL dH ( ) dqi dqi dL dH ~ăt — ~dt Daca vom tine cont de ecuatiile Lagrange precum si de definitia impulsului generalizat, primele douaa ecuatii din relatia ( ) capătă forma: qi dH dpi ( ) Pi dH dqi i = , l Aceste ecuații ( ) reprezintă ecuatiile lui Hamilton sau ecuatiile canonice ale Mecanicii si care determină evoluția în timp a stării mecanice a sistemului Ele sunt complet echivalente cu ecuatiile lui Lagrange, dar prezinta urmatoarele avantaje: • sunt ecuatii diferentiale de ordinul întâi spre deosebire de e-cuatiile lui Lagrange care sunt de ordinul doi, dar numărul lor este dublu • sunt rezolvate fata de derivatele in raport cu timpul ale variabilelor canonice pi, qi Conform formalismului lui Hamilton se poate descrie starea me-canicaă a unui sistem de puncte materiale prin l coordonate canonice Daca asociem acestor l variabile un spatiu matematic l dimensional, vom obtine asa numitul spațiul fazelor in care qi = qi(t') si Pi = Pi(t) reprezinta ecuatiile parametrice ale traiectoriei din acest spatiu Semnificația funcției hamiltoniană în cazul cel mai simplu, in care lagrangeiana are forma ( ), vom avea, conform definitiei: i i i H = miqi - L = miqi + U(li,t) i= i= ( ) deci, hamiltoniana este suma energiilor cinetica și potențiala ale sistemului, adica energia totala a sistemului de puncte materiale supus la legaturi olonome si perfecte Aceeasi semnificare se obfine si în cazul legăturilor scleronome care sunt legaturi independente de timp Daca însă legaturile impuse sistemului depind explicit de timp (legaturi reonome), atunci în expresia energiei cinetice apar si termeni de gradul întâi fata de vitezele generalizate, iar hamiltoniana nu mai coincide cu energia totala a sistemului Parantezele lui Poisson Forma canonică ( ) a ecuatiilor de miscare ne permite sa determinam legea de variafie în timp a oricarei mărimi care depinde de starea mecanica a sistemului Fie f o astfel de marime Variai/ia totala a acestei marimi atunci cand timpul creste cu dt este: df dt df \ dfddi \ df dPi dt dqi dt f-f dpi dt ( ) Daca vom înlocui derivatele variabilelor canonice prin valorile lor date de ecuatiile canonice, se obtine: df dt df dH dqi dpi df dH\ dpi dqi J ( ) Suma care apare în membrul al doilea al acestei relatii se numeste paranteza Poisson a marimilor H si f si se noteaza: i w} = E i= df dH dqi dpi df dH\ dpi dqi J ( ) în general se definește paranteza Poisson pentru doua marimi oarecare f și g: {f } = ('dfd^ dfdg \ ,g \ dpi dqi dqi dpi) ( ) sume care se întainesc frecvent în probleme de Mecanica tratate cu ajutorul ecuatiile canonice Parantezele Poisson se bucura de urmatoarele proprietăți care rezulta din definitia lor generală ( ): • antisimetrie: {f, g} = -{g,f} • liniaritate fata de fiecare partener: {c f + c f ,g} = c {f , g} + c {f ,g} • parantezele Poisson ale variabilelor canonice au valorile: {qi,qj} = o ( ) {pi,pj} = ( ) {pi,qj} = $ij ( ) unde Sij este simbolul lui Kronneker, ăj = pentru i = j si dj = pentru i = j • intre parantezele Poisson a trei marimi f, g si h este respectata identitatea Jacobi: {f, {g,h}} + {g,{h,f}} +{h,{f, g}} = ( ) Revenind asupra relatiei ( ), legea de variatie in timp a unei functii f se poate scrie: df df I { h f} ( ) dt = d~t + {H,f} ( ) Daca vom alege energia totala a sistemului ca fiind mărimea mecanica f = H atunci variatia in timp a hamiltonianei este: dH dt =%+{HH >= dH ~dt ( ) Un caz special este acela pentru care hamiltoniana nu conține explicit timpul, adica d = Rezulta: dH dt ( ) ceea ce exprima, în cazurile in care hamiltoniana este tocmai energia totala a sistemului, legea de conservare a energiei Transformările canonice Alegerea convenabila a variabilelor care descriu starea de miscare a unui sistem, în problemele de mecanica, poate aduce simplificări considerabile Fie un sistem de puncte materiale, cu l grade de libertate a carui miscare este caracterizata de ecuatiile canonice: dH qi O dpi i = , l dH pi = Д— dqi ( ) Sa urmarim cum se transforma aceste ecuafii daca asupra variabilelor facem o schimbare de forma: Pi = Pi(Pi,Qi,t) di = qi (Pi,qi,t) ( ) unde funcțiile admit derivate parțiale de ordinul doi, continue Condiția necesara și suficienta ca și variabilele pi și Qi sa poată fi exprimate in functie de variabilele pi și qi este ca jacobianul variabilelor pi ,qi fata de variabilele pi ,qi sa fie diferit de zero: J = d(p'i,p' , -p'i; qi d(pi,P , pi; Qi,Q , qi) ( ) Observație: daca diferentiem relatia ( ), obtinem: dpi dt = dpi + &pi dq - dtdt = aP,dpj + ■ d'lj i = ~l j = ~l ( ) dq q dt - dq + dqi dq dqi - dtdt = W,dpj + apdqj din care se observă ca jacobianul J este tocmai determinantul mambrilor din partea dreapta a relației ( ) Sa consideram în continuare ecuatiile canonice scrise in noile variabile: qi pi dH' dpi H = H'(p'i,qi ,P) i = , dH' dqi ( ) Pentru ca ecuatiile de miscare scrise in variabilele pi ,qi să aibe forma canonica ( ) trebuie impuse anumite restrictii transformară ( ) Restrictia care se impune se numeste condiția de canonicitate și este următoarea: (pidqi — Hdt) — (pidqi — H'dt) = dFp,qiy t) i = , l ( ) unde F(pi, qi, t) se numeste funcție generatoare a transformării ( ) Daca conditia ( ) este satisfacuta , vom spune ca transformarea ( ) este o transformare canonică Sa consideram în continuare doua marimi mecanice oarecare f si g Se poate demonstra ca parantezele Poisson ale celor doua marimi scrise fața de variabilele pi, qi si respectiv pi, qi sunt egale, cu conditia ca ca cele doua sisteme de variabile sa derive unul din celalalt printr-o transformare canonică: {f,g}Pq = {f,g}P'q ( ) Aceasta proprietate se numeste invarianta parantezelor lui Poisson la transformările canonice Ecuatia lui Hamilton-Jacobi Scopul transformaarilor canonice este trecerea de la sistemul de miscare ( ) la un sistem transformat ( ) care să aibe o formă cat mai simpla Dar forma cea mai simpla pe care o poate avea un sistem canonic corespunde cazului in care hamiltoniana H' este identic nula In acest caz, sistemul canonic ( ) se reduce la: qi = o pi = o ( ) ( ) deci variabilele qi pi sunt constante in timp O astfel de transformare se poate obtine daca se utilizeaza o funcție S generatoare a transformaarii, care satisface ecuațtiile: pi = dS(p! q t) dqi ( ) qi = dS(p! q t) dpi ( ) H' - H = dS(p! q t) dt ( ) Anularea hamiltonianului H' implica, conform relafiei ( ): d H(p q t) = ( ) Daca vom înlocui in hamiltoniana H(p q t) variabilele p prin expresiile date de ( ), se obtine, pentru functia generatoare S a transformarii, ecuatia: dS TT( dS \ — + H[— q t] = ( ) dt \dq ) cunoscuta sub numele de ecuatia Hamilton-Jacobi Ecuatia Hamilton-Jacobi este o ecuatie cu derivate parțiale pentru functia S Pentru determinarea miscarii sistemului este necesar sa se determine o soluție a acestei ecuatii O astfel de solutie se numeste integrala completă a ecuatiei ( ) Aceasta ecuatie este echivalenta cu sistemul canonic si deci reprezinta o exprimare echivalenta a legilor miscarii pentru sistemul mecanic considerat Observație: Functia generatoare S din ecuatia Hamilton-Jacobi este chiar acțiunea din formalismul Lagrange si are dimensiunea de energie xtimp Probleme Sa se găsească ecuațiile diferențiale de mișcare pentru o particulă de masa m sub acțiunea unui forțe atractive invers proporțională cu patratul distanței, de tipul F = — Д,k> : a) cu ajutorul formalismului Lagrange; b) cu ajutorul formalismului Hamilton Rezolvare: Consideram drept coordonate generalizate coordonatele polare (r, Ѳ) Deci: qi = r q = Ѳ Legaturile dintre aceste coordonate si coordonatele carteziene x, y sunt date de relatiile: x = r cos Ѳ y = r sin Ѳ Energia cinetică are expresia: f Ecin = mv Energia potențiala se determina conform relației de definiție: k U = — dr = k r a Lagrangeianul acestei mișcări se scrie sub forma: / \ - L = E - U = -m (r + r Ѳ } + - \ / r iar ecuatiile Lagrange: d (dL\ dL — — = dt \ dqi J dqi devin: d (dL\ dL — — = dt \dr / dr d (dL\ dL — — = dt \дѲ) дѲ Dupa efectuarea derivatelor din aceste ecuații se obtine: dL — = mr dr dL ă -= mr Ѳ — dr dL = mr (t — дѲ dL = дѳ Ca urmare: Л - mr = mr Ѳ — тггѲ + mr = Se observa ca s-au obținut doua ecuații diferențiale de ordinul doi Din prima ecuatie diferențiala rezulta: ' k r — r - = iar a doua ecuație diferențiala se poate se poate scrie sub forma restrânsa: d ( â — mr dt V J = тг Ѳ = const Miscarea sub acțiunea unei forțe invers proporționale cu patratul distanței (forta de tip central) are loc în asa fel încât momentul unghiular J se conserva Direcția rai nane constanta în timp, ca urmare miscarea particulei are loc în permanența în acelasi plan b Sa introducem impulsurile generalizate: Pr Рѳ dL dr dL d Pr mr r = — m л рѳ mr = —- mr Funcția lui Hamilton devine: H rpr + Ѳрѳ — L = rpr + Ѳрѳ — m k r p + p l (p + k m mr m r r r m k + - r Ecuațiile canonice ale mișcării sunt: —pr dH p k dr P mr Г -рѳ dH = ~дѳ рѳ = r dH pr = r = — dpr m Ѳ = dH Ѳ = д'[ѳѳ mr S-au obtinut patru ecuații diferențiale de ordinul întâi (mai usor de integrat decat cele din reprezentarea Lagrange!) Deoarece coordonata Ѳ nu apare în mod explicit in expresia hamiltonianului ea este o coordonată ciclica Impulsul generalizat asociat acestei variabile este o integrala a miscarii: рѳ = тт Ѳ = const Energia cinetica a unui corp de masa m in coordonate polare plane (r, Ѳ) este: Ecin = m(r + т Ѳ ) Care sunt fortele generalizate corespunzătoare acestor coordonate? Rezolvare: Forțele generalizate se calculează cu ajutorul formulei: Qi = — Qi dt dE • c' ^czn dE ■ v ^cin dqi dqi Deoarece: se obtine: qi = r; q = Ѳ Qi Q d dt dEcin dr dE • cin dr — dt дѲ —(mr) — т(гѲ ) —{mr ,} Sa se scrie ecuatiile de miscare Lagrange pentru pendulul dublu din Fig ce executa oscilatii în acelasi plan Se considera m = m = msi = l = l Rezolvare: Sistemul are doua grade de libertate Consideram drept coordonate generalizate q = = Ѳ Din Fig se observă ca: X = = l sin Ѳ y = l cos Ѳ X = = l sin Ѳ + l sin Ѳ y = l cos Ѳ + l cos Ѳ Energia potentiala a sistemului este egal ă cu lucrul mecanic efectuat de fortele ce acfioneaza asupra celor doua corpuri luat cu Fig semn schimbat Pentru o deplasare infinitezimala: dU = — (Gi • df- + G • dr ) = —mgdy- — mgdy Considerând ca nivel de referinta planul y = caruia ii atribuim, prin conventie, valoarea zero energiei potentiale, se obtine dupa integrare: U = —mgyi — mgy = —mgl ( cos Ѳ + cos Ѳ ) Pentru a determina energia cineticaa a sistemului avem nevoie de expresiile vitezelor: Хі = *iZcos *i iji = — Ѳ^ізшѲі ± = Ѳіі cos * + Ѳ cos * y = — Ѳ^І sin *! — Ѳ cos * Ca urmare: Ecin = -mfâ + î/i) + -m(± + î/ ) = fo + Ѳ + Ѳ Ѳ cos( i - ) Funcția Lagrange devine: L = Ecin -U = ^тѲ^І + Ѳ + Ѳ + Ѳ Ѳ cos( *i — * ) + +mgl( cos * + cos * ) Calculăm în continuare derivatele implicate în ecuațiile Lagrange: or —— = тѲ] + т Ѳ cos( *i — * ) дѲі л / яг \ — ( —— ) = тѲі — т Ѳ (Ѳі — Ѳ ~) sin( *x — Ѳ ) dt \дѲх) +т Ѳ cos($i — Ѳ ) ЯТ —— = —т ѲіѲ sin( *i — * ) — mgl sin *i Ѳ ЯТ —— = тѲ + т Ѳі cos( *i — * ) дѲ d (L\ dt\B ) dL дѲ m l + ml i cos( i — Ѳ ) — —ml ( — ) sin( i — ) —ml sin( i — ) — mgl sin Ecuațiile Lagrange, dupa simplificarea prin ml sunt: il — l ( i — Ѳ ) sin( i — Ѳ ) + l cos( i — Ѳ ) + +l sin( i — ) + g sin i = l + l i cos( i — З ) — lî*i( ’i — * ) sin( i — Ѳ ) + +l -i sin( i — ) + g sin = Se considera un punct material de masa m în camp gravitațional, constrâns sa se miște, fara frecare, in interiorul unui con de unghi a a) Cate grade de libertate are sistemul? Alegeti un sistem de cordonate generalizate b) Determinati energia cinetica în sistemul de coordonate generalizate ales c) Scrieti energia potentiala în sistemul de coordonate generalizate ales d) Scrieti ecuatiile Lagrange corespunzatoare Rezolvare: a Descrierea miscarii pe un con necesita alegerea sistemului de coordonate cilindric (r,p,z) (Fig ) Dar, datorita constrângerii legate de miscarea doar pe suprafata conului: r = ztga numarul de coordonate independente necesare pentru studiul miscarii (adica numarul gradelor de libertate) este: n = - = Fig Drept coordonate generalizate se pot alege grupurile : (r, sau (zM b Pozitia particulei este descrisa in orice moment de timp de gruparea (r,^,r/tg^) Folosim relațiile de transformare de la un sistem cartezian (x,y,z) la acest sistem de coordonate x= r sin p y = r cos p z= - rctga Derivarea în raport cu timpul conduce la relatiile: x = Г sin p + rp cos p y = Г cos p — rp sin p r z = - tga Energia cinetica devine: E • -^czn ( - I - I - \ -m Qx + y + z ) Л - r -m r + r p- + —— у tg a c Corpul se misca în camp gravitațional care este un camp conservativ, energia potentiala corespunzatoare fiind: U = mgz + U Vom considera drept referinta planul z = caruia îi vom atribui prin conventie valoarea zero pentru energia potentiala: U = Deci: r U = mg tga d Lagrangeiana sistemului este: L — Ecin — U ( r \ r = -m r + r p + — — mg - \ tg ^ tga Ecuațiile Lagrange corespunzătoare sunt: dL dL dt dr dr dL dL dt \дф d ” care încadreaza simboluri literare sau numerice, si au primit denumirea de vectori ”ket” Atât notatia cat si denumirea se datoresc lui Dirac Fie doi vectori |^i > si |^ > ai unui spațiu liniar Prin operația de adunare, notata cu cei doi vectori sunt pusi în corespondența cu un al treilea vector |^ > al aceluiasi spatiu, notat cu | = |^ > +|^ > Prin operatia de înmulțire cu un numar complex a, fiecarui vector |^ > ii corespunde un alt vector al aceluiasi spatiu, notat cu a|^ > Operabile de adunare a vectorilor si iiiiniilijre cu un numar satisfac următoarele axiome: Axiome referitoare la operația de adunare a vectorilor • |^ > +|^ >= \p > +|^ > (comutativitate) • (|^i > +|^ >) + ^ >= |(£i > +(|^ > +^ >) (asociativitate) • există vectorul nul, notat | >, cu proprietatea |^ > +| >= \ • pentru orice element |^ > exista un element, notat \tpop > si numit opusul său, astefl încât |^ > +|^op >= | > Axiome referitoare la operația de înmultire a vectorilor cu numere • înmultirea cu numarul se face astfel: |^ > = |^ > • înmultirea cu un produs de numere este dată de: (afî)\ = а(в\ ) Axiome referitoare la combinarea celor două operații • (o + > = a| +в| • o(\^ > +\^ >) = o\^ > +o\^ > Menționam in continuare următoarele consecințe ale axiomelor, de care se va face uz in utilizarea elementelor spatiilor liniare: • vectorul zero \ > este unic • prin înmulfirea cu numarul se obtine vectorul nul: \^ >= \ > • vectorul opus fiecarui element \^ > este dat de relatia: \tpcp >= (- )\^ > = — \ • prin înmultirea vectorului nul \ > cu orice numar, se obtine întotdeauna vectorul nul: o\ >= \ > Prin definitie, doua spații vectoriale sunt izomorfe daca intre ele se poate stabili o corespondenta biunivoca, in asa fel încât, daca \^ >, \m >, doi vectori ce apartin spatiului vectorial V sunt în corespondenta cu vectorii \p > si \x > ce apartin spatiului V , atunci în corespondenta biunivoca sunt si elementele o\^ > cu a\^ > si k > +\X > cu \^ > +\X > De asemenea, se spune ca o mulțime (finita sau infinita) de vectori subantinde un spațiu S al unui spatiu vectorial, daca orice vector din S este o combinatie liniara de vectori din aceasta mulțime Noțiunea cea mai importanta intr-un spațiu liniar este cea de dependenta liniara Un set de k vectori este liniar-independent daca egalitatea: k >= | > i= ( ) implica ai = , i = , k Daca in egalitatea ( ) nu toare numerele ai sunt nule, atunci vectorii \^i > sunt liniari-dependenti Conform acestei definiri, orice multime de vectori care contine vectorul nul | > formeaza un sistem de vectori liniar-dependenti Daca intr-un spatiu vectorial nu se pot gasi mai mult de n vectori liniari-independenti, spatiul este prin definire n-dimensional Tot prin definitie, orice set de n vectori liniari-independenti într-un spatiu n-dimensional formeaza o baza a spațiului Se demonstrează ca orice vector [ф > al spatului se poate exprima (in mod unic) ca o combinatie liniara de vectorii \e >, \e >, \en > ai unei baze date a spatului: n \Ф > = Ck\ek > ( ) k= Un exemplu simplu îl constituie spatiul notat cu Cn, prototipul tuturor spatiilor finit-dimensionale, ale carui elemente sunt totalitatea seturilor de n numere complexe (n fixat) Este comod sa se plaseze cele n numere intr-o coloana, de exemplu: / X \ \ xn J x >= (yi\ \y > = yn ( ) Prin definiție, vectorii de tipul considerat se aduna după regula: |ж > +\y >= / + У \ X + У ( ) У xn + Уп } si se înmulțesc cu un numar complex a dupa regula: a|x >= / ax \ ax ( ) у axn у Cea mai simpla baza in acest spațiu o formează vectorii: |ei >= |в > = |en >= ( ) У In formula de descompunere ( ) a unui vector oarecare după vectorii bazei ( ), coeficienți sunt chiar numerele xk (k = , n) Spațul Cn este important deoarece toate spatiile complexe n-dimensionale sunt izomorfe cu spațul Cn Spatii unitare si spatii Hilbert Un spatiu unitar (sau euclidian) este un spațu vectorial în care este definit produsul scalar Notam deocamdata produsul scalar al vectorilor |^ > si i^ > prin (|^ >, |^ ) Prin definițe, produsul scalar este numărul complex asociat unei perechi ordonate de vectori si care satisface axiomele: • (|^ >, |^) > pentru orice > = | >, (|^ >, |^) = > = | > • (|^ >, |x >) = (|x >> ^ >)* (* reprezinta complex conjugatul unei marimi) • (|^ >,« |^ > +« ^ >) = аі(|^з >, |^ >) + « ^ > , |^ >) A treia proprietate exprima liniaritatea produsului scalar in al doilea factor Daca se combina proprietațile a treia cu a doua, rezulta antiliniaritatea produsului scalar in primul factor: • (O |^ > + > ,C >, |^ >) = a* (k >, |^ >) + a j(|^ > , ^ >) Definim norma (sau lungimea unui vector) numarul real: |И| = g(|^>-k>) ( ) deci, spatiul euclidian este un spatiu normat Doi vectori ai unui spatiu unitar sunt ortogonali daca: (|^ >, >) = ( ) iar o multime de vectori constituie un sistem ortogonal de vectori daca oricare doi vectori din mulțime sunt reciproc ortogonali Un sistem ortogonal de vectori este un sistem ortonormat daca fiecare vector din sistem este normat, iar norma este finitaa O proprietate fundamentala a produsului scalar o constituie inegalitatea Schwarz-Cauchy: I(^>, Ix> )I si Ix > sunt liniar-dependenți în spatiul unitar se poate introduce si o metrica, definind distanța dintre doi vectori X > si [Ф > prin: d = WX - \U X ~\Ф >, X > ~\Ф >) ( ) deci orice spațiu unitar este si un spațiu metric Spatiul Cn (definit in paragraful anterior) devine un spatiu unitar, numit spatiul euclidian n-dimensional, prin introducerea produsului scalar: n (X >, \y > хкУк k= ( ) Un spatiu important pentru mecanica cuantică este spatiul euclidian format din totalitatea seturilor numarabile de o infinitate de numere complexe de forma: x >= / x \ X X ( - ) pentru care : o |xkI , \y>) = ХкУк ( ) k= Vectorii |e >, |e >, care au numai unul din numerele din set egal cu si celelalte sunt egale cu zero, formează o baza a spatiului De asemenea, un interes deosebit îl prezinta spațiul liniar infinit-dimensional format din toate functiile complexe continue f (x) definite pe axa realăa, pentru care: [ If(x)| dx , |e >, |e >, |en (definiti prin relatia ) este denumit si baza ortonormata a spatiului Hilbert Dată fiind o baza ortonormata {|en > ^= , putem dezvolta orice vector al spatiului Hilbert dupăa vectorii bazei (vezi relatia ): oo \Ф > =^ , Cnlen > ( ) n= unde coeficientii cn sunt definiti prin produsul scalar: Cn = (|en >, [Ф >) ( ) Norma vectorului \ф > ( ) se poate scrie atunci: oo ii* = E ы n= ( ) Operatori liniari Operații cu operatori liniari Prin definiție, un operator intr-un spatiu liniar pune in corespondenta fiecărui vector al spatiului un alt vector al acestuia; îl vom nota A: [ф > = t \^ > sau [ф > = \t ^ > ( ) Vom presupune în continuare ca operatorii cu care lucram sunt definiti în întreg spatiul liniar Prin definitie, un operator este liniar daca: A(C \^ > +С | ) = С т \^ > +C ^ \^ > ( ) pentru orice vectori \^ >, si \^ > si orice numere complexe c si c In Mecanica cuantica se întalnesc si probleme care cer utilizarea operatorilor antiliniari Acestia se definesc prin relatia: B(c \^ > +С І^ >) = clB\^ > +c* B\^ > ( ) Orice operator liniar transforma vectorul nul \ > în el însusi: Â| >= \ > ( ) De asemenea, în fiecare spațiu liniar sunt definiți următorii operatori liniari particulari: • operatorul unitate î cu actiunea î\p > = >, pentru orice vector \^ > • operatorul zero cu actiunea \^ > = \ >, pentru orice vector \^ > Cu operatorii liniari se pot efectua trei operatii, al caror rezultat este tot un operator liniar, si anume: • suma a doi operaori Â si B, prin modul de actiune: notata C = Â + B si definita C\^ > = Â\$ > +B\^ > ( ) • înmulțirea unui operator cu un numar complex X, notata C = XÂ si definita prin modul de actiune: C = X(T \^>) ( ) • înmultirea a doi operatori Â si B, notata C = ÂB si definita prin: C\^> = Â(B\^>) ( ) Ordinea factorilor într-un produs de operatori este importanta deoarece, in general, ÂB = BÂ Se introduce operatorul comutator a doi operatori liniari: Л, Л, Л, Л, Л, Л, Л, C = AB - B = [A,B] ( ) notat cu ajutorul unor paranteze drepte și care joaca un rol important in Mecanica cuantica Daca pentru un operator liniar proprietatea: Â exista un alt operator B cu ÂB = B Â = I ( ) atunci se spune ca operatorul Â este nesingular, iar operatorul B se numeste inversul operatorului Â Conform acestei relații de definiție, inversul inversului unui operator este chiar operatorul insusi: (Â- )- = Â ( ) Daca operatorul B cerut de relafia ( ) nu exista, se zice ca operatorul Â este singular O caracteristică a unui operator singular este aceea ca exista unul sau mai mulți vectori ai spahiului, diferită de vectorul | >, pe care acțiunea operatorului ii transformă in vectorul | >: Âl^ > = | >, \ = | • - Â operator singular ( ) Fie un operator liniar Â ce actioneaza într-un spatiu unitar si fie produsul scalar (|^ >,Â[^ >) care, în notația Dirac se scrie: >,Â№ >) = = ) ( ) unde vectorul ” ■ v |” se numeste vector ”bra” Pe baza teoremei lui Riesz se poate scrie egalitatea: (|^ >,Â[^ >) = (|x >, \ф >) ( ) Se observa ca prin aceasta egalitate se stabilește o corespondența între doi vectori ”ket” pe care o vom nota: Ix > = j +|^ > ( ) unde operatorul A+ se numeste adjunctul (conjugatul) operatorului A Operatorul adjunct A+ are urmatoarele proprietati: • (A+)+ = A • (A + b)+ = A+ + в+ • aA)+ = A*T + • (ab )+ = B+A+ Operatorii care se bucuraa de proprietatea A = A+ ( ) se numesc operatori autoadjuncti sau hermitici Fie doi vectori ”ket” fixati, Iu > si \v > intr-un spatiu Hilbert si fie un operator liniar A definit prin modul de actiune asupra unui ”ket” | , prin intermediul vectorilor ”ket” fixati: Â|^ >= Iu > ( ) Se observa ca acțiunea operatorului A da un vector proportional cu Iu >, coeficientul de proportionalitate fiind Vom considera in continuare actiunea operatorului A asupra unui vector ”bra” [ф >: Avand în vedere aceasta ultima relafie precum si notatia pentru produsul scalar ( ), apare adecvata notarea operatorului A prin: Â = \u > cu = ( ) ( ) si se numeste proiectorul pe subspatiul unidimensional subantins de vectorul |u > sau de vectorul = ( ) De asemenea sunt adevărate următoarele proprietăți: • produsul dintre un numar complex A si un operator unitar este un operator unitar numai daca |A| = • produsul a doi operatori unitari este întotdeauna un operator unitar Problema cu valori proprii asociată unui operator hermitic Fie un operator liniar Â, definit într-un spatiu Hilbert Prin definifie, numarul a (în general complex) este valoarea proprie a operatorului A daca exista un vector al spatului Hilbert \u >= | > care satisface ecuatia: A\u > = a\u >, \u >E spatiului Hilbert ( ) Vectorul Iu > se numeste vector propriu (sau caracteristic) al operatorului A In aplicabile concrete, pentru a defini mulțimea vectorilor proprii ai unui operator, ecuatia ( ) este supli-mentata cu unele conditii restrictive asupra vectorilor, numite condiții de regularitate si care sunt precizate pentru fiecare caz concret Ecuatia ( ) defineste orice vector propriu pana la un factor multiplicativ arbitrar Multimea valorilor proprii este numita spectrul valorilor proprii ale operatorului Daca unei aceleiasi valori proprii a îi corespund mai mult vectori proprii liniar-independenti, valoarea proprie este degenerata, iar numarul vectorilor proprii liniar-independenti reprezinta ordinul degenerării valorii proprii Dacă unei valori proprii îi corespunde un singur vector propriu, atunci valoarea proprie este nedegenerataă Mulțimea vectorilor proprii ”ket” care satisface ecuația cu valori proprii ( ) pentru o aceeași valoare proprie a formează un subspațiu, numit subspațiul asociat valorii proprii a a carui dimensiune coincide cu ordinul degenerării valorii proprii a în Mecanica cuantică vom intalni problema cu valori proprii numai pentru operatori hermitici (A = Â+) în acest caz, ecuatia ( ) are următoarele două proprietati importante: • valorile proprii ale operatorilor hermitici sunt numere reale si sunt date de relatia: a = ( ) • vectorii proprii corespunzatori la valori proprii diferite sunt ortogonali Daca spectrul valorilor proprii ale operatorului Â consta din valori proprii pentru care exista vecinati in care nu se gasesc alte valori proprii, atunci spectrul valorilor proprii ale operatorului Â este un spectru discret Spectrul valorilor proprii ale operatorului Â ce satisface ecuatia cu valori proprii ( ) poate fi si un spectru mixt, adica un spectru format din portiuni de spectru discret si din portiuni de spectru continuu (portiuni pentru care în vecinatatea oricat de mica a unei valori proprii se găsesc întotdeauna o infinitate de alte valori proprii) Admitem farâ demonstrare, urmatoarele rezultate extrem de importante pentru Mecanica cuanticăa, referitoare la problema cu valori proprii în sens generalizat, pentru un operator hermitic: • valorile proprii sunt reale și formează in general un spectru mixt • vectorii proprii corespunzatori la valori proprii din porțiunea discreta au norma finita si deci apartin spatiului Hilbert • vectorii proprii corespunzăatori la valori proprii din portiunea continua a spectrului nu au norma finita, deci nu apartin spatiului Hilbert în conformitate cu cele trei afirmatii anterioare vom adopta ur-matoarele notatii pentru valorile proprii: • an, n = , , in spectrul discret • a(a) (ai sau cu \unr >, r = , , gn, vectorii proprii corespunzatori valorii proprii an, degenerata de ordin gn Cel de-al doilea indice r apare ori de cate ori valoarea proprie este degenerataă Vom nota cu |as > (s = , , ) vectorii proprii corespunzatori valorii proprii a(a) Indicele s este folosit pentru a descrie degenerarea care în spectrul continuu este în general de ordin infinit Desi vectorii proprii ai spectrului continuu nu pot fi normati, ei pot satisface o conditie e ortonormare în sens generalizat Admitem următoarele proprietati de ortonormare ale vectorilor proprii ai unui operator hermitic: • în spectrul discret = bnn'brr' ( ) ceea ce înseamnă ca, pe de-o parte vectorii proprii corespunzători la valori proprii diferite sunt ortogonali si ca vectorii proprii au norma finită (care poate fi făcută ), iar pe de alta parte vectorii proprii corespunzători la aceeasi valoare proprie pot fi întotdeauna alesi ortogonali între ei • orice vector propriu corespunzator unei valori proprii din spectrul discret este ortogonal pe un vector propriu corespunzăator unei valori proprii din spectrul continuu: = ( ) • în spectrul continuu, prin alegerea convenabilă a unui factor multiplicativ în expresia fiecarui vector propriu, se poate asigura valabilitatea relatiei: = ss' (a — a') ( ) unde ă(a — a') este functia lui Dirac (vezi Anexa ) Proprietatea ( ) se numeste proprietatea de ortonormare în scara parametrului s, în sens generalizat Observabile Vom considera în continuare operatorii hermitici care admit un sistem complet de vectori proprii Acesti operatori vor fi denumiti si observabile Observație: marimile care pot fi masurate pentru o particula cuantica (sau sistem cuantic) sunt denumite marimi fizice sau mărimi observabile (impulsul, poziția, momentul cinetic, energia, momentul magnetic ) Ele sunt de obicei marimi cu care operam și clasic și pe care le măsurăm folosind aparate macro-scopice, deci le determinam in urma interactiei dintre un sistem cuantic si un sistem care asculta de legile clasice Starea unui sistem cuantic se manifesta in rezulutatele pe care le obtinem la masurarea observabilelor sale Răspunsul obținut la masurarea unei observabile nu este univoc determinat de condițile de experienta - sistemul cuantic asculta de legi statistice Statisticele observabilelor unui sistem cuantic sunt singurele proprietati ale sale pe care le putem determina experimental Deci, starea unui sistem cuantic se identifica cu totalitatea statisticilor observabilelor sistemului Coincidenta denumirilor pentru marimile fizice si pentru operatorii hermitici amintit mai sus, nu este întâmplatoare (vezi principiul II al Mecanicii cuantice) Faptul ca un operator hermitic Â admite un sistem complet de vectori proprii permite dezvoltarea oricărui vector \ф > al spatiu-lui Hilbert in forma generalizata (spectrul mixt): Qn n a oc [Ф > Cnr\n,r> + / '^cas\a,s > da ( ) n= r= J a- = unde coeficienți dezvoltarii sunt daț de relațile: cnr = cas = ( ) dupa cum rezultă din proprietațle de ortonormare Dacă vom înlocui relața ( ) în relața ( ) vom ajunge la o relațe importantăa: oc Qn n a oc ЕЕ \nr > este dat de relatia Bessel: ОС Qn p Л CC =^^ , \cnr\ + / V \ da n= r= S= ( ) Fie doua observabile A si B si fie C comutatorul acestora definit conform relației ( ) Daca C = , atunci observabilele se numesc compatibile, iar daca ( = observabilele se numesc incompatibile Pentru aplicatiile Mecanicii cuantice este deosebit de importanta următoare teorema: conditia necesară si suficienta ca doua observabile A si B sa comute este ca ele sa admita un sistem complet comun de vectori proprii Conform acestei teoreme, in cazul particular in care o valoare proprie a operatorului A este nedegenerata >l\a > = a\a >, ( ) vectorul propriu unic care-i corespunde trebuie saă fie vector propriu si pentru operatorul B Intr-adevar, daca aplicam operatorul B ecuatiei precedente, vom obtine, pe baza comutarii: B(A\n >) = A(B\n >) = aB\n > ( ) deci, pentru căa a este valoare proprie nedegeneratăa, rezultăa: B\n > = A\n > ( ) Daca valorile proprii a si b sunt degenerate, vectorii proprii ai celor doi operatori nu sunt univoc determinati si deci nici sistemul complet de vectori din teorema nu este univoc determinat Considerând însă mai multe observabile compatibile doua câte douâ A, B, C, , se poate ajunge in situatia in care vectorii proprii comuni sa fie univoc determinati (pana la factori multiplicativi) Prin definiție, observabilele fii, B, C, formează un sistem complet de observabile daca: • oricare doi dintre operatori comuta (observabile compatibile) • la oricare combinație de valori proprii fixate a, b, c, ale operatorilor corespunde un vector propriu comun unic \abc > Reprezentarea matriciala a vectorilor si operatorilor Fie un spatiu unitar si fie |ei >, \e >, |ез >, К >, ( ) un sistem complet ortonormat de vectori din acest spatiu Pentru simplificare vom considera că multimea de vectori ( ) este număarabilăa, iar conditia de ortonormare se va scrie: = bik ( ) Relatiile pe care le vom stabili se pot generaliza usor la cazul în care multimea ( ) nu este numarabila Completitudinea sistemului ( ) se manifestă prin relatia ( ) aplicata în acest caz: oo К > У Cn\e'n > Cn = n= ( ) Cunoașterea vectorului \ф > este echivalenta cu cunoașterea tuturor numerelor Cn : \Ф >{cn}n= ( ) Se spune ca numerele cn caracterizeaza vectorul \ф > în reprezentarea sistemului complet de vectori {en}()cL Numerele cn se plasează intr-o coloană care are forma, in cazul infinit-dimensional: \Ф c C C ( ) Relatia ( ) scrisa cu ajutorul vectorului ”bra” \ este: OO }^ prin coeficientii cn, care pot fi convenabil plasati într-o matrice-linie (infinita in general): și |^ > oc oo \Ф > = Cn\Gn > \^> = dn\Gn > ( ) n= n= are expresia cunoscuta: / di \ d C* C = (C ) ( : ) \ : / Fie un operator liniar oarecare Â Acțiunea sa asupra oricărui vector este determinata de acțiunea asupra vectorilor unui sistem complet de vectori Daca vom considera acest sistem ca fiind sistemul ortonormat ( ), atunci actiunea operatorului Â este: Â\en > Âkn\ek > k ( ) unde numerele Âkn se numesc elementele de matrice ale operatorului Â in reprezentarea sistemului complet de vectori {\ek > }k°= Din ultima relatie, daca se ține cont de conditia de ortonor-mare ( ), rezulta: Âkn - ( ) Totalitatea numerelor Âkn se plaseaza într-o matrice pătratică cu o infinitate de linii si coloane: / Â Â \ Â Â Â ( ) Sunt valabile următoarele proprietăți: • relațiilor algebrice dintre vectori (”ket” sau ”bra”) le corespund aceleași relatii între matricile asociate • orice ecuatie vectoriala \ = Â\^ > ( ) cu \ф > = cn\era > \ = У dk\ek > n k este echivalenta cu ecuatia matricială: / di \ ( Â Â /сЛ d- = Â Â C ( ) J adica cu egalitatile: dk = £ ÂknCn n ( ) • relatiilor algebrice între operatori: C = Â + B C = aÂ C = ÂB ( ) le corespund respectiv ecuatiile matriciale: Cij = Âij + Bij Cij = aÂij Cij = Âik Bkj k ( ) • matricea asociata operatorului unitate î este matricea unitate (elementele de pe diagonala sunt egale cu iar celelalte sunt zero): îjk = = = jk ( ) • unui operator hermitic îi corespunde o matrice hermitica (adica o matrice care coincide cu complex-conjugata transpusei ei): Amn = = *= *= A*n„( ) • unui operator unitar U îi corespunde o matrice unitara: UU+ = U +U = î ^ UknUmn = ■ ; U U Unm = Ш ) nn în cazul finit-dimensional putem calcula întotdeauna determinantul unei matrici Dacă el este diferit de zero atunci matricea este nesingulara Pentru matricile unitare ( ) rezulta: \det U\ = ( ) De obicei, ca vectori ai sistemului ortonormat complet ( ) se iau vectorii proprii au unui operator hermitic A: \ek >= \uk > A\uk >= ak\uk > ( ) Matricea asociată oricărui operator în reprezentarea vectorilor săi proprii este diagonală deoarece: Amn an anAmn ( ) iar pe diagonala ei figureaza chiar valorile proprii ale operatorului Principiile mecanicii cuantice Legile generale ale comportării sistemelor atomice sunt descrise in forma unor principii (postulate) ale Mecanicii cuantice Exprimarea legilor Mecanicii cuantice nu se poate face fara folosirea unui limbaj matematic abstract In cadrul principiilor sunt prezentate atât formalismul de lucru cat si interpretarea formalismului, adica modul in care din marimile cu care opereaza teoria se extrag rezultate cu semnificație fizica Principiul I (principiul stărilor) Enunț: starea oricarui sistem fizic la un moment dat este descrisa de unul sau mai mulfi vectori normafi dintr-un spatiu Hilbert \фі >, Ф >, \фк > = k = ,K ( ) împreuna cu ponderile asociate p , p , pK, numere pozitive si subunitare ( = [ ^*(f)^(f)df ( ) J oo Spafiul starilor se schimba odata cu sistemul fizic studiat Pentru un sistem de N particule fara spin, daca vom nota cu r , f , fN vectorii lor de pozitie fata de un sistem fix de axe, atunci vectorii de stare sunt funcții continue de aceste coordonate si de timp ^(fi,f , fN; t) ( ) normabile, pentru care conditia generala ( ) se scrie: ZO PO / \^(fi,r fN; t)\ dVidV dVN = ( ) O J — O • Vectorii de stare pentru un sistem de una sau mai multe particule pot fi alesi nu numai in funcție de coordonatele de poziție Orice particularizare a vectorilor de stare inseamna alegerea unei baze în spatiul starilor, ceea ce oglindeste anumite ipoteze asupra sistemului studiat, bazate în ultima instanta pe cunoasterea sa experimentala • Principiul I nu formulează restricții asupra vectorilor de stare, deci, orice vector al spafiului starilor ar putea figura printre vectorii de stare; în particular, daca |^i > si |^ > sunt vectori de stare, atunci si vectorul \Ф > = ci|^i > +C |^ > ( ) (c ,c numere complexe) este un vector de stare Astfel, principiul I implica valabilitatea în Mecanica cuantica a principiului de suprapunere a stărilor, proprietate ceruta de analiza experientelor de difractie Rostul vectorilor de stare este sa descrie proprietatile starii sistemului, adica sa descrie statistica oricarei observabile a sistemului Experinenta conduce la concluzia ca exista doua situații distincte: - cazul stărilor pure, caz în care proprietatile sistemului rezulta dintr-un singur vector de stare a carui pondere este egala cu - cazul stărilor mixte, caz în care sunt necesari mai multi vectori de stare împreuna cu ponderile lor, pentru descrierea starii (cel mai frecvent întalnit în practica) Principiul II Enunț: a Oricarei marimi observabile A a unui sistem fizic îi corespunde un operator hermitic A ce actioneaza în spatiul starilor asociat sistemului fizic, operator care admite un sistem complet de vectori proprii b Valorile proprii ale operatorului asociat unei observabile repre-zintaa singurele valori pe care le poate lua observabila respectivaa în condițiile experimentale create de măsurarea ei c Operatorii Qk si Pk, corespunzatori coordonatelor carteziene de pozitie qk si respectiv impulsurilor conjugate pk pentru un sistem de particule, se construiesc în asa fel încat sa fie respectate relafiile operatoriale: [Qj , , probabilitatea ca rezultatul sa fie o valoare proprie an din spectrul discret al operatorului asociat observabilei este: gn gn p(an) = ^ l \cnr\ = ^ \ \ ( ) r= r= iar probabilitatea de a găsi un rezultat cuprins în intervalul (a, a+ da) din spectrul continuu este: dp = (^ \c« s\ )da = У \ \ da ( ) s s • Observații si consecințe • în enunțul principiului III al Mecanicii cuantice s-au respectat notațiile din paragraful referitoare la vectorii proprii pentru spectrul discret si respectiv continuu pentru cazul general in care valorile proprii sunt degenerate • Principiul III exprima in mod explicit previziunile statistice ale Mecanicii cuantice, previziuni ce rezulta din vectorul de stare In afara de vectorul de stare trebuie cunoscuti operatorul A asociat observabilei pe care o studiem, valorile si vectorii proprii ai acestuia • Statisticile observabilelor depind de timp, pentru ca si vectorul de stare, deci coeficientii cnr si cas, dați de relatia ( ) depind de timp Conditia de normare a vectorului de stare descompus după sistemul complet de vectori proprii ai operatorului A asociat observabilei A: J J |c„r| + / J |cas| do = ( ) n= r= J a- s= se transcrie, pe baza principiului III, sub forma: ^ 'p(an) + І dp = ( ) n Astfel, se asigură conditia de normare a probabilitătilor, venind în sprijinul interpretării formulate de principiul III Valoarea medie a unei observabile Deoarece principiile I și II ne arata ce rezultate se pot obține la masurarea unei observabile si cu ce probabilitati, ele permit calcularea mediei statistice a observabilelor in fiecare stare a sistemului fizic Conform definitiei mediei statistice pentru o variabila aleatoare x, din teoria probabilitatilor X = xnpn ( ) n si finand seama de interpretarea statistica a rezultatelor în Mecanica cuantică, avem: / n p adp (a) = ^ 'Y^an\cnr | + y^a|cas| ( a ) n n r= s Folosind expresiile ( ) pentru coeficienți cnr si cas obțnem: Qn A = ZZanCn + / acas i|as > si as > sunt vectori proprii ai operatorului A, putem exprima valoarea medie a unei observabile prin relatia: n A = cnr + / ^ caS da( ) n r= s Daca vom ține cont de liniaritatea produsului scalar in al doilea factor, precum si de liniaritatea operatorului A, expresia prece-dentaă se poate scrie sub o formaă foarte simplăa: A = ( ) Formula ( ) ne arata ca, daca ținem cont de hermiticitatea operatorului A, A este un numar real, in acord cu interpretarea marimii fizice A B Cazul mixt Daca sistemul fizic se afla intr-o stare mixta, atunci, pentru descrierea proprietatilor sale, adică a statisticilor observabilelor sale, nu este suficient un singur vector de stare Statisticile observabilelor, in acest caz nu pot fi descifrate decat ca o suprapunere a unor statistici care fiecare in parte rezulta dintr-un vector de stare si intervin cu anumite ponderi Enunț: la masurarea observabilei A, efectuată la momentul t, în starea descrisa de vectorii de stare |ф >, \ф >, \фк > si ponderile p ,p , рк, probabilitatea ca rezultatul sa fie o valoare proprie am din spectrul discret este dată de: K Qm p(am) = P^ I I ( ) k= r= iar probabilitatea de a gasi un rezultat în intervalul (a, a + da) din spectrul continuu este: к dp У 'Pk£ I I )da ( ) k= s Observații si consecințe • Afirmațiile principiului III referitoare la cazul mixt constituie o generalizare a cazului pur: probabilitătile pentru diferitele rezultate posibile se obfin prin însumarea (cu ponderi) a probabi-litatilor din cazul unor stari pure fictive, care ar fi descrise de cate unul din cei K vectori de stare • Valoarea medie a unei observabile intr-o stare mixta va fi, ținand cont de Principiul III: K ^=^ Pk ( ) k= Deci, media unei observabile intr-o stare mixta este o medie ponderată a valorilor medii in stari pure descrise de fiecare din vectorii de stare • In cazul mixt, conditia ( ) de normare a probabilitătilor este asiguratăa de completitudinea sistemului de vectori proprii ai operatorului A, de normarea vectorilor de stare ( ) si de proprietatea ( ) a ponderilor • Pentru ca la un moment dat săa avem certitudinea rezultatului obtinut la măsurarea unei observabile A, este necesar si suficient ca toti vectorii de stare sa fie vectori proprii ai operatorului A atasat observabilei, pentru aceeasi valoare proprie din spectrul discret Principiul IV (principiul evoluției temporale) Afirmatiile continute in principiile anterioare s-au referit la starea sistemului la un moment dat, dar, proprietăațtile sistemelor sunt dependente de timp (statisticile observabilelor se modifica in timp) Enunt: pentru orice sistem cuantic exista un operator hermi-tic H, numit operatorul hamiltonian, astfel încat vectorii de stare care descriu starea sistemului satisfac ecuatia diferentială de ordin întâi în raport cu timpul: d ~ ih-d^ Vk >= H\гк > k = ,K ( ) Ponderile asociate nu depind de timp Ori de cate ori este posibil, operatorul hamiltonian este construit pornind de la funcția lui Hamilton corespunzatoare sistemului în cazul clasic Daca sistemul evolueaza în condicii externe independente de timp, caz în care are sens observabila energiei, atunci operatorul hamiltonian coincide cu operatorul energiei Observații si consecințe • Ecuatia ( ) se numeste ecuația Schrodinger generalizata sau ecuatia Schrodinger dependentă de timp (sau temporala) • Ecuatia Schrodinger temporala este liniara si omogena Aceasta asiguraa efectiv valabilitatea principiului de suprapunere a staarilor, posibilitate deschisa de principiul I • Ecuatia Schrodinger generalizata este de ordinul întai în raport cu timpul De aici rezulta ca, vectorul de stare la momentul initial determina univoc vectorul de stare la un moment ulterior Și în cazul cuantic, la fel ca si în cel clasic, starea la un moment dat determina starea la un moment de timp ulterior Observăm ca si din punct de vedere al evolutiei temporale starea se identifica cu vectorii de undă si ponderile asociate • Produsul scalar a două soluții ale ecuatiei Schrodinger generalizate este constant în timp Daca \^i > si \k > sunt doi vectori de stare (deci satisfac ecuația Schrodinger temporala) atunci = to ( ) în particular, daca |ф >= |ф > atunci norma vectorului de stare se conservă în timp Daca normam vectorii de stare la un moment initial ( to = ), atunci ei vor fi normati la orice moment de timp ulterior ( t= ) • în situatiile care au analog clasic, legea de evolutie se dovedeste înrudita cu ecuatia Hamilton-Jacobi din Mecanica clasica Sa consideram ca exemplu o particula fără spin, de masa m, aflata într-un camp de forta care deriva din potentialul V(r, t) (F = —W(r, t)) Vom presupune ca forta depinde explicit de timp, deci nu suntem in cazul conservativ în aceste conditii, în cazul clasic, functia: H = m+ V ™ ( ) joaca rol de hamiltoniana Ecuatiile de miscare, conform forma- lismului Hamilton vor fi: dH ( ) pi = — —— p = mv oqi dH ( ) qi = — q = r dpi în cazul cuantic, se admite ca operatorul hamiltonian corespun-zasituatiei descrise este: П H = ——A + V (r,t) m ( ) adica este operatorul obtinut din hamiltoniana clasica prin subs-titu c tiile obișnuite p P și r r Atunci, conform principiului IV, functia de unda ^(f,t), care descrie o stare pura a particulei, satisface ecuatia : ( ) adică tocmai ecuația Schrodinger temporala, in forma ei inițiala • Variația în timp a valorii medii a unei observabile Valoarea medie a unei observabile A, data in cazul unei stari pure de relatia ( ) are in general o dependenta de timp Derivata madiei în raport cu timpul are o expresie simpla: dA • ~ dA ■ — = + + ( ) Vom înlocui în aceasta ultima relație derivatele functiei de unda, folosind legea de evolutie ( ): dA ~ ~ dA ~ ~ = - + + - dt га dt га dA ■ ■ л л = ’—- ) dt га Cei trei termeni pot fi scrisi formal ca valori medii ale anumitor operatori: d?l dt dA г î prl = ~dt + ih[A’ ] ( ) Relatia ( ) reprezinta legea de evolutie pentru valoarea medie a unei observabile Ea aminteste de rezultatul mecanicii clasice pentru derivata în raport cu timpul a unei functii oarecare de variabilele canonice p și q ale unui sistem și de timp: df df I { f и } ( ) dt — dt+ 'Hd} ( ) unde {f, Hcl} este paranteza Poisson dintre funcția f și funcția clasica a lui Hamilton pentru sistemul studiat Relatia ( ) este valabila si in cazul starilor mixte • Stari staționare Fie un sistem care evolueaza in conditii exterioare independente de timp In acest caz, conform principiului IV, operatorul hamiltonian H coincide cu operatorul energiei Fie vectorul de stare ce caracterizeaza sistemul la un moment dat: \^st(t) >- \um > e-iEmt ( ) unde Em este o valoare proprie din spectrul discret al energiei, iar \um > un vector propriu corespunzator operatorului energiei (hamiltonian) ce satisface ecuatia cu valori proprii: H\um >— Em\um > ( ) Actiunea operatorului energiei asupra vectorului de stare \^st > va fi: H\^st >— e-*Emt]H\um >— Em\^st > ( ) Se verifica imediat ca vectorul de stare \^st > verifica ecuatia Schrodinger temporala ( ), deci \^st > este o solutie a a ecuatiei Schrodinger temporale, pentru o dependenta de timp fac-torizata Starea descrisa de vectorul de stare ( ) se numeste stare staționară și are următoarele proprietăți: - la orice moment de timp, |^st(t) > este un vector propriu al operatorului energiei ( ), astfel încat in starea descrisă de el energia sistemului are o valoare bine determinata - in starea descrisă de relafia ( ) statistica oricarei observabile independente de timp este constanta în timp, ceea ce conduce la urmatoarea relatie: [A,H] = ( ) proprietate ce se verifica imediat pe baza relatiei ( ) si a hermiticitatii operatorului H Principiul V Procesul de masurare a unei observabile este un proces de interac-tie a unui sistem cuantic cu un aparat de măsura, un sistem macro-scopic ce asculta de legile fizicii clasice In urma unei masurători sistemul cuantic ia valori bine determinate pentru unele dintre observabilele sale, conform principiilor II si III Măsurătoarea insa modifica starea sistemului Corectitudinea previziunilor asupra comportaării sistemului asupra caăruia s-a efectuat o măasurăatoare poate fi in principiu testată prin noi masurători Experienta arata ca, daca pentru un sistem masuram observabila A si gasim rezultatul a, si imediat dupa aceea masnraiii din nou observabila A obtinem acelasi rezultat a Enunt: daca se masoară efectiv observabila A pentru un sistem fizic descris de vectorul de stare |^ > si se obtine rezultatul an, atunci vectorul de stare imediat dupa efectuarea masuratorii este: >= \^an > = Pan W> V ( ) unde Pan este proiectorul pe subspațiul asociat valorii proprii Observații si consecințe • Enuntul principiului V de mai sus, facut pentru cazul pur se poate extinde cu usurinta la cazul mixt • Principiul V afirma producerea unui salt al vectorului de stare in urma operatiei de masurare a unei observabile, in contrast cu evolutia continua a vectorului de stare atunci cand asupra sistemului nu se intervine cu aparate de masura Rezultatul este diferit de cel din Mecanica clasica, unde efectuarea unei masuratori asupra unui sistem poate fi condusa astfel încat practic sa nu se modifice starea sistemului Dupa masuratoare vectorul de stare evolueaza din nou continuu, pornind de la starea ( ), respectand ecuatia Schrodinger generalizata ( ) atâta timp cat sistemul nu mai este perturbat de o alta masuratoare • Starea obtinuta în urma masuratorii este determinată nu numai de starea anterioară masuratorii, ci si de interactia dintre sistem si aparatul de masura, care a condus la realizarea rezultatului an Situatia aceasta este duferita de cea din fizica clasica, unde rezultatele unei masuratori evidentiaza numai proprietatile sistemului si permit determinarea stării • In paragraful ( ) am introdus notiunea de observabile compatibile si incompatibile plecand de la comutatorul lor Am vazut ca, pentru doua observabile, conditia necesara si suficienta ca sa fie compatibile este ca operatorii asociati sa admită un sistem comun de vectori proprii Conform principiului V, doua observabile compatibile ce caracterizează starea unui sistem sunt simultan bine determinate Probleme Folosind regulile algebrei ”bra-ket” demonstrati urmatoarele relații: (a) tr(XY) = tr(YX); (b) (XY) = XX unde X,Y sunt doi operatori oarecare Rezolvare: a Sa consideram o baza ortonormata | a > Conform definitiei trasei, in reprezentarea matriceala: tr(XY) = ^ (a) Daca introducem un nou set complet de stari: tr(XY) = У (a) (a>) = У (a) (a') (ab = tr(YX) S-a folosit faptul ca: sunt numere deci comuta intre ele Problema se poate generaliza pentru cazul a n operatori (Xn) Trasa produsului dintre acestia poseda proprietatea de ciclicitate, in sensul ca: tr(XX Xn) = tr(XnXi Xn i) b Pornim de la un element oarecare al matricei transpuse (XY) : = * = * * (c) = * * (c) = (c) = Ca urmare s-a demonstrat relatia: (XY)Y = XY Sa se demonstreze ca operatorii: (a) componente impuls: px,py,pz; (b) hamiltonian pentru o particula libera H = — n m d d dx ^ dy + dz sunt hermitici Rezolvare: a Un operator A este hermitic daca si numai daca: u* Avdx unde s-a considerat ca funcțiile u,v depind doar de coordonata x : u = u(x) v = v(x) în cazul in care operatorul A coincide cu operatorul impuls: d A = -ih— dx se obtine: — *) = ф Rezultatele se pot generaliza sub forma: [qiPPj] = ihSij = { = jj b Momentul unghiular se calculează ca: ? = îl + îy + îl unde componentele pe axele carteziene cu ajutorul definiției: J k Г X p = lx ly x У z Px Py pl yPz ZPx xPy -ih C d d ' zpy = dZ - z оУ' -ih | d xpz = dx - xZZ~ dz -ih i Л d d ypx = V dy - xZZ~ dx l Ca urmare folosind definirile operatorilor, observația ca: [qi,qj ] = ; [pi,pj ] = țsi proprietaățtile comutatorilor se poate scrie: [x, lx] = [x, ypz - zpy] = [x, ypz] - [x, zpy] = y [x,pz] + \x,y]pz - z [x,py] - [x,Z]py = [x, ly] = [x, îpx - xpz] = [x, zpx] - [x, xpz] = z[x,px] + [x,z]px - x[x,pz] - [x,x]pz = ihz c [lx, ly ] [ypz - zpy, zpx - xpz] = [ypz, zpx] + [ZPy, xpz] yz[pz ,px\ + y[pz, Z]px + Z[y,px]pz + px[y, z]pz + +zx[py,pz] + Z[py, x]pz + x[Z,pz]py + [Z, x]pzpy y[pz ,Z]px + x[z,'pz]py -y [Z,pz ]px + x[Z,pz ]py (-ypx + xpy )[Z,pz] = ihlz Celelalte relații de la punctul (c) rezulta prin permutări ciclice d [l lx] [lx + ly + ll, îx] fX ,lx] + [Л] + [tlx] z\ z\ z\ z\ z\ z\ z\ z\ z\ lx [lx, lx] + [lx, lx]lx + ly [ly, lx] + z\ z\ z\ z\ z\ z\ z\ z\ z\ + [ly, lx]ly + lz [lz, lx] + [l z, lx\lz lylz lz ly + lz ly lylz ) Fie o particulă cuantica descrisa de functia de unda: x У(х) = A exp(- - + ikox) unde A, a, x - constante Să se calculeze urmatoarele marimi medii: (a) (х); (Лх) ; (b) (p) ; (Ap) ; (c) (x ) ; (Ax ); (d) (p ) ; (Ap ) Se cunosc integralele: dx dx — Ж П a у a \ a (vezi Anexa ) Rezolvare: a Folosim definiția valorilor medii si tinem cont de faptul c a funcția de unda are o parte reala si una imaginara: ^(x) exp(ik x) dx (x) A exp — a (a) Determinati constanta A din conditia de normare; (b) Calculati probabilitatea de a gasi particula undeva in regiunea ,n E N a S-a obtinut astfel o relatia de recurenta care permite gasirea tu- ;ntegvaXeVoX woî ,ndv^oarea - ■• • TI " OO ^ b • n ‘ ■ oo • • îl - h • h e'tt« -jd'X ct ^a® 'T doc q,\ a e ^oaîe W v' °’' o Bibliografie [ ] Șerban Tițeica, Curs de MECANICA TEORETICA - Noțiunile si legile Mecanicii newtoniene, Universitatea București, Facultatea de Fizică, București, [ ] Șerban Titeica, Curs de MECANICA TEORETICA - MecanicA analitica, Universitatea București, Facultatea de Fizica, București, [ ] Viorica Florescu, Mecanica cuantica, partea I-a, Universitatea București, Facultatea de Fizica, București, [ ] I M Popescu, FizicA, vol I, II, Editura Didactica și Pedagogica, București, [ ] Traian I Crețu, FIZICA - Curs universitar, Editura Tehnica, București, [ ] Emil Petrescu, Fizica - vol II, Editura Bren, București, [ ] M Sanduloviciu, Me canica, litografia Univ ”Al I Cuza” Iași, Iași, [ ] Atam P Arya, Introduction to Classical Mechanics, Prentice Hall International, Inc , [ ] A Meșșiah, Quantum Mechanics, North Holland, Amsterdam, https://neculaifantanaru com/lideri-si-atitudine html https://neculaifantanaru com/en/leadership-and-attitude html https://neculaifantanaru com/legile-conducerii html https://neculaifantanaru com/en/leadership-laws html https://neculaifantanaru com/dezvoltare-personala html https://neculaifantanaru com/en/personal-development html